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1Introduction   

Queues with finite waiting spaces have been 

usefu1models ofcomputer，COmmunicationand  

manufacturing systems experienclng COngeStion  

duetoirregularflows．Thelimitedwaitingroom  

COrreSpOndstoalocalstorageorbufferforwait－  

ingcustomers（i・e．，jobs，PaCkets，tranSaCtions，  

etc．）．Inparticular，thelocalstorageatawork  

Sta・tionina・flexiblemanufacturingsystem（FMS）  

typicallyhas asmallnumberofwaitingspaces．  

TheFMSworkstationalsotypicallyhasasetof  

parallelma・Chineswithgeneral1ydistributedpro－  
CeSSlng times，a・nd henceit canbe adequately  

modeledasafinite－CaPaCityGZ／G／squeue・In  
this paper，We develop a．nd evaluate a refined  

d凪1Sion approximationfor the GI／G／s／s＋r  

queue，Whichisconsistentwiththeexactresults  

fbrtheM／G／s／sandM／M／s／s＋rqueues・   

2 BasicAssumptionsontheDiffusion  

Model   

The GI／G／s／s＋r queueing system we consid－  

eris specified by thefo1lowing a5SumPtions：  

LetF（G）denotetheinterarrival－time（service－  

time）cumulative distributionfunction（CDF）  
withmean入‾1（p．1），andlet c三（c…）be the  
Squaredcoe伍cient ofvariation（SCV，i．e．，Vari－  

anCedividedbythesquare ofthemean）ofF  

（G）．Letp＝入／spbethetra凪cintensityand  

assumethatthesystemisinstea，dystate．Inad－  

dition，letA（壬），D（i）andL（i）denotethecumu－  

1ativenumbersofarrivals，departures（notcount－  

inglostcustomers）andlostcustomersduringthe  

timeinterval（0，t】，reSpeCtively．Then，thenum－  

berofcustomersattimet（≧0），S叩N（t），Can  

be represented as 

〃（t）＝Ⅳ（0）＋A（t）－か（t）－エ（t），t≧0・（1）   

Thefundamentalidea of di瓜1Sion approxima－  
tionsforfinite－CapaCityqueuesistoapproxima・te  
thediscrete－Valuedprocess（N（t）；t≧0）byan  

appropriatetime－homogeneousdi飢sionprocess  
（X（i）；t≧0）onafinitesubsetofR＋＝［0，∞），  

utilizing asymptotic properties of the counting 

processesA（・），D（・）andL（・）in（1）．   

WeusethegenericrandomvariableN（N‾）  
toindicatethenumberofcustomersinthesys－  

tematanarbitrarytime（justbefbreanarrival  

CpOCh）inequilibrium．Fork＝0，‥．，S＋r，1et  

鋸＝P（Ⅳ＝た）and打た＝P（Ⅳ‾＝り．   

Afirststepofthedi爪1Sionmodelingistode－  
fine aninterval五ofR＋COrreSpOnding to the  
event（N＝k）（k＝0，‥・，S＋r）・Ⅵ厄suggest  

uslngthesetofintervalsdefinedby   

五＝（ 
，。ん】，，．‥，…  

fbranincreaslngSequenCeO＝Xo＜xl＜…＜  
X，＋，．ToregulatetheprocessX（・）intheinterval  

【0，X，＋，］，WeaSSumethateachoftheboundaries  

isreβecf壱几タ．   

Leもdズ（丁）＝ズ（T）－ズ（0）払rT＞0．Then，  

apartfromtheboundarybehavior，thedi飢1Sion  

processX（・）canbecharacterizedbythelimits   

む（ヱ）＝岬（T）凶0）＝〇】   

α（ご）＝盟主榊砕））2凶0）＝ご】  

forx＞0．Ta．kinga．ccountOfthenaturalcorre－  

spondencebetweentheevent（N＝k）andthe  
intervalヱた（k＝1，・‥，S＋r），WeSumethat  

each ofthese para．metersis p亀eCeWWe COnStant，  

五．e．，払r〇∈み（た＝1，…，β＋γ），  

む（∬）＝♭た and α（〇）＝αた，  

where（bk；k≧1）a・nd（ak；k≧1）arebounded  

SequenCeSandak＞Ofbrallk・   

3 General Distribution Form 

Usingapointwisediscretizationmethod［1】de－  
velopedforthecaser＝∞，WeCaneXpreSS（pk）  

a5  

鋸＝po∈た，た＝0，…，β＋r－1，（2）  

forasequence（Ek）specifiedby（bk），（ak）a・nd  

（〇k）．Toexpresstheprobabihtiespoandps＋，  
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モた＝細（告げ  
，た＝1，…，β，  intermsof（Ek），WeuSearateCOnSerVationlaw  

asfo1lows：Since the average rate ofaccepted  

arrivalsequalsthe a．veragedeparture rate（not  

countinglostcustomers），Wehave  

入（1一灯再† ）＝〝β【min（Ⅳ，β）】，  

fromwhich7Ts＋，Canbewrittenas  

and  

α芸＝入＋た拘 た＝1，…，ざ・  

Theinfinitesimalvariance（ak）isgivenby  

αた＝〈：；…：…ニ’｛榊1㌫靂  

wbere   

c3。（SIM）＝2叫上∞｛トG招げd‥，  

and Geisthe stationary－eXCeSS CDF associated  

withtheservice－timecDFG，i．e．，   

Ge（t）＝〝か－C（胸毛≧0・  

Theparameterαk（k＝1，．‥，S）isde丘nedby  

αk＝a芸／akandβ＝Pα■・SeeKimura［2】for  

details．   

UsingtheapprXimatedistribution（pk），We  

canderiveapproxlmationformulasforsomecon－  

gestionmeasuresintheGZ／G／s／s＋rqueue：Let  
Q＝maX（N－S，0）bethequeuelengthexcluding  

customersinservice，andletWdenotethewait－  

1ngtimeofacustomerwhois allowedtoentcr  

thesystem．Then，themeanqueuelengthis  

8－1  

po∑  
た＝0  

（1－恥〉・  
佃＝三〈β－1＋  

Tb obtain a．n approximation fbr ps＋，，We uti－  

1izeanexactresultfortheGZ／M／s／s＋rqueue，  

namely，  

（3）  訂8＋ー＝Zp8＋ー）  

wherethecoe侃cientzisglVenby  

¢（β〃）  
Z ＝  

β（1－¢（叩））’   

and4（・）denotesthe LST of the cDF F・In  
this pa．per，We uSe theformula（3）for the  

GI／M／s／s＋r queue as an approximation fbr  

theGZ／G／s／s＋rqueue・Inpa・rticular，fbrthe  

M／G／s／s＋rqueue，WeSeethatthisapproxima－  

tion，Z＝1，iscorrectbecauseofthepASTAPrOp－  

erty．Substituting（2）andps＋，＝7Ts＋，／zintothe  

normalizingcondition∑芸三もpk＝1，WeObtain  

β（z－1）＋1  

〈ト一打－γ（1一朗r‾1〉そ8  
（1－β）2  4 DiffusionApproximationwith Con－  

sistent Discretization  

Herewesummarizethefinalresultsfor（pk）：  

β【Q】＝   ＋叩叶r， β≠1  

去po中一1）いγ抽，  β＝1  

ByvirtueofLittle’sformula，themeanwaiting  

timcE［W］canbederivedfromE【Q】as  
poそた，  た＝1，…，β－1  

po∈。〆‾β，た＝β，‥．，β＋r－1  

β【Q】  
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入（1一灯叶r）  

た＝β＋r，  Reftrences  
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WheretheemptyprobabilitypoisglVenby  

β（z－1）＋1  

、／，＝1  

（刷－‡）いγZぞβ  
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