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1 Introduction   

Weintroduce anew approach toa・nalyzethemulticlass  
M／G／1queueingsystem．In［3］，WehavedeRnedsome  

COSt functions that represent some system performance  
measures．Thenwehavederivedtheirvaluesatarbitrary  
state ofthesystem．Inthis paper，WeWillderive thier  

steady state values. 

Yiceisstarted．   

ThenbyappropriatelychooslngCOefRcients，ithasbeen  
shownin【3】that：b川≠Hβ，  

†り（x）＝ rアブ（代）＋れ（代）＋Il叫，  

巧（x，i）＝ rPJ（再）＋夕鶴（尺，i）＋n叫（i），  

GJ（x）＝ rTわ（代）＋殉（代）＋nち，  （2．1）  

andforJく∈HE，   

叫（x）＝ r勒（代）十夕鶴（代）＋n叫＋n叫（ぺ），  

∬バx，i）＝ r勒（再）＋夕鶴（項）＋n笹（f）＋n7り再），   

GJ（x）＝”む（代）＋珂直）＋nち＋nタメ（K），（2・2）  

fori＝1，…，ノ．  

2 Preliminaries   

Asingleserver＄erVeSJtypesofcustomers・Classicus－  
tomersarriveatstationifromoutsidethesystemaccord－  

ingtoaPoissonprocess、Vithrate入；（i＝1，…，］）・The  

overallarrivalrateisdenotedby入≡∑た1入L．Service  
timesSiOfclassicustomersare arbitrari1ydistributed．  

Weconsiderpr10rityschedulingalgorithms、Vherestation  

ihasaprlOrityoversta・tionjifi＜j．Aschedulingdis－  

ciplineforeachstationiseitherFCFSorexhaustive・We  
considernonpreemptivedisciplinesonly．   
Letl（denotetlleStationtha．tiscurrentlyselectedbythe  

server・TheremalnlngSerVicetimeofa・CuStOmerbeing  
servedcurrentlyisdeI10tedbyT・．Eachtimeintervalfrom  

lVhen the serverselects one ofthe statiollS untilthefirst  

timelVhentlleSerVerSlVitchsservicestoanotherstatioIlis  

calledaservicepe7・iod．Asetoftheseperiodsisdenotedby  

Ⅲ≡（0，1，…，］）・Let9denotethenumberofcustomers  

inthesystemwhoarescheduledtobeservedduringthe  
currentserviceperiod（cuslomerswithinlhe9ate）・9does  

not count acustomer who are served currently．Hence，  

atanytimeepoch，CuStOmerSiIleaCllStationareclassiGed  

intothefollowingthreetypes：（1）acustomerbeingserved  

currently，（2）customerswithinthega・te，and（3）waitin9  
cuslomeT”Vhoarenotcurrentlyservednorscheduledto  

serveduringthecurrentserviceperiod・Thenumberof  
waitingcustomersatstationiisdenotedbynL・Further  
letn≡（nl，…，nJ）・Thec11StOmerlistLisusedtospecify  

aserviceorderofcustomersinthesystem．Letx（l）≡  

（FC（l），r（l），9（l），11（l），L（t））beavectorcomposedofthese  

valuesat timet．ThestocllaStic process Q≡（x（t）＝  

（／＜（t），r（l），9（t），11（i），L（l））：l≧0）representsaIleVOlution  

ofthesystem．   
Letx＝（rc，r，9，1l．L）beanarbitrarystatejust prior  

to allarrivalel）OCh ofa tagged cla5Sj customer（j＝  
1，．．．，］）．Tllenthecostfunction一り（x）isde抗nedasllis  
meaIIWaitil19timespentuntilhisserviceperiodbegi－1S・  

TlleCOStfuIICtionHj（x，i）isde6nedashismeaIl、Vaiting  

timespentduringtlleSyStemisinserviceperiodsofsta－  

tioniuntilhisserviceperiodbegins（i＝1，‥・，］）・The  
costftLnCtioIIGj（x）isde爺IledashismeaI‥Vaitingtime  

spentfrom、Vhen hisservice periodbegiIIS untilhisser－  

3 Steadystate analysis  

Inth＊section，WeeValuatesteadystateval11eS（呵，hj  
andGj）ofthecostfunctionslり，Hjandq・   
Letq；bethearrivalepochoftheeL＾arrlVlngCuStOmer  

atstationj（j＝1，・・・，Jande＝1，2，・‥）・LetⅥ写be  
hiswaitingtimeatstation］Spentuntilhisserviceperiod  
begins・LetH；（i）behis、Vaitingtimeatstationjspent  

duringthesystemisinserviceperiodsofstationi∈rIE  

untilhisserviceperiodbegins・LetG；behiswaitingtime  

at stationjspentfrom、Vhen hisservice period begins  

untilhisserviceisstarted．Nowlet   

榊≡恕仲（糎｝，  

〃   

妬り≡比嘉卿）項（α；）＝代）・（3・3）   

紺≡比G；1｛瑚＝代｝，  

fb，j＝1，．‥，］，i∈rIEandぺ∈Il，andwhe；el（Klde－  
notesanindicatorofanevent差．Furtherwede貝一IeIり≡  
∑ご＝。lり（代），旦（i）≡∑ご＝。タメ（再）aIldq≡，∑ご＝。eJ（代）  
bり＝1，…，Jandf∈ⅢE・   

VeassumethattheprocessQisregeIlerative［4】・Let  
N去bethenumberofcla5S］CuStOmerSSerVedduringa  
regenerativecycle（j＝1，…，］）・We．assumethatthe  

systemisinitia11yemp†yandtlチatP［Nる】＜．∞：．Thecus－  
tomeraveragevalue文｝‘≡（I＜q）バ，戸）代，5｝K，fi）‘，L｝K）ofthe  
processjustpriortocla5Sjarrivalsarede餌edby：   

文ノ‘≡放x（畔（糎｝，（3・4）  

forj 

E［＝盟x（q；）1（K（q；）＝K）】＜∞・Furtherletthecus－  

tomer average value ofthe processjust prior to class  
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）  〈 

sw（り  

j arrivalsis defined by：文j ≡（元j，戸j，否j，fij，Lj）≡  
∑i＝。文，‘（j＝！，・・・，］）・Thetimeav！rageValues文‘≡  

（K否‘，デ‘，きバ，丘パ，上‘）and文≡（克，デ，き，丘，上）oftheprocessis  
de負nedby：  

文べ≡比；上‘耐1〈K（5）＝代）d5  
（3・5）  

forぺ∈Hand文≡∑ご＝0文‘＝1imト00ぷx（5）d5／‘・   

Now we get the follo、Vlng repreSelltations concerned  

、Viththesteadystatevaluesofthecostfunctions・From  

（2．1），（2．2），（3・3）and（3・4），、VeCanSl10、Vthat：fo川卓ng，  

呵（尺）＝ ≠‘pJ（尺）＋卓Jべ¢J（ペ）＋虫ノバ叫，   

斤J（再）＝戸旬（K，i）＋タメ‘¢ノ（代，i）＋負ノバ叫（り，  

eJ（K）＝ 戸べりノ（代）＋否ノバβJ（代）＋虫J‘免，  （3・6）  

andfor尺∈ⅢE，  

lり（尺）＝戸旬（代）＋否J‘現尺）＋虫ノバ叫＋魚J‘叫（代），  

巧（K，i）＝ 戸旬（ぺ，f）＋タブバ砺（再）  

＋瓦JK均（盲）十虫ノバ叫（再），  （3・7）   

eJ（㍍）＝戸ノ鵠（代）＋タブ笹（代）＋nJ‘ダブ＋虫ノべぢノ（尺），  

forJ＝1，‥．，JaIldf∈ⅢE・   

Thesteadystatevalue戸KofaremalrungSerVicetimeis  

＋色叫）＋丘叫）＋∑即叫再）  
六∈ng  

A，  丘t ＝  

）  〈  

s，＋色0＋丘ダ＋∑丘べ紳  
爬∈nβ  

A，  （3・11）  g ＝  

fori∈rIEWhere，forexample，   

A ≡ di叩（ん：ブ＝1，…，J〉，押（べ）≡（押l（べ），…，坪小））・  

ノ   

伸 ≡（Wl，…，勒），Su≡∑ア（甲1（‘），…，勘小））・  
片＝1  

山（1）   

山（J）  （：：；：∴  

べ∈ng．   

LetJE bethenumberofthestationswithexhaustive  
disciplinesandletil，…，iJEdenotethestationswithex－  

haustivedisciplines・ThenrIE＝（il，…，iJE）・Furtherl色t  
雨l  

．．  

タ≡（豆，丘，れ…，点りぶ）∈月1xJ●  

s≡（Sク，Sw，Sv（り，…，Sw（iJg））〔  
月1xノ●  
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S≡  

giverl by 押ノ∫）伸（；ノ．）叫㍑Jl）… γ（fノ∫，高）  

デべ＝ ，K＝1，・‥，J・ （3・8）  
A．≡d如（1．，‥リ1J，入い…，人ノ，‥・，Al，…，人バ，  

lVhereS，A．∈RJ．xJ’・Thenwe arrive atanequation  

thatdeterminesthesteadystatevalueofthecomponents  
OrtlleprOCeSS：  

テ＝（s＋夕S）A．・  （3・12）  

IflVeaSSumethattheinversematricesexisいVehave  

タ＝S（Aニ1－S）‾1   （3・13）  

Finally，、VeCaIlgetSteadystatevalues由一Ofthenumber  

ofcustomersinthesystemandsteadystatevalues㊥一＝  

（tVl＋el，．．・，tVJ＋eJ）ofthemean、Vaitingtimes：  

丘，＝ 丘＋色，  （3・14）  

豆，＝（丘＋色）A十  （3・15）   
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Itis obvious tllati：0＝0．From the Poisson Arrivals See  

T5meAverages（PASTA）property【5］，戸‘isequivalentto  

戸）べ（j＝1，‥．，Jalldrc∈rI）・WellSethegeneralizedLit－  
tle，sformula（H＝入G）［1］thatequatesthetimeaverage  

valuesofthecostswiththecustomeraveragevaluesofthe  
costs to obtaiIl  

nJ＝ ÅJ†り，j＝1，…，ノ，  

苑；＝  人メ斤ノ（五），ブ＝1，・‥，Jandi∈恥，（3・9）  

きノ＝  入ノGj，プ＝1，‥リノ・  

Obviously，、Vehave元3＝0（j＝1，・・・，］）and卓0＝0・   
From these expressions and the PASTA property，lVe  
can sl101V   

′ J  

元ノ ＝ 項∑町制＋∑き叫（り＋叫＋∑が明（ペ）〉・  
パ＝1  ベ；＝1  人（∩丘  

ノ ノ  

克‡＝ 吊∑十両石）＋∑打項再）  
ぺ＝l ペ＝1  

＋叫（f）＋∑〟判（べ，り），  
ペ∈nぶ  

（3・10）  

ノ ノ  

∂ノ ＝ 項∑巧刷＋∑押ル）＋叫＋∑的紳）），  
バ＝1 Jく＝1 ■（ng  

forJ＝1，…，JaIldf∈nβ・   

Let色≡（5l，．．．，∂J）a・ndbyappropriatelycl100Singvec－  

torsa，Ildmatrices，lVehave  

s、リ＋帥＋n伸＋∑打W（㍍）  
ベ∈rlg  

A，  11 ＝  
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