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1． はじめに   

秘書問題（SeCretaryprOblem）は、bestchoiccproblcm，marriageproblem，dowryproblcm，beautycontest  
problem，fianceproblemとも呼ばれ問題の単純さとその興味深い結果によって多くのOR研究者に知られてい  
る。Fcrguson（1989；SS）はSeCretaryPrOblcmのプロトタイプを次のように述べている。   

1．あなたは秘書を一人採用したい。   
2．応募者総数はnで既知である。   

3．あなたは応募者を一人一人呼んで順に面接する。面接の順序はランダムである。   
4．あなたは（もし、すべてを一同に集めて面接すれば）n人の応募者に、好ましい順に1からnまで順位（絶  

対順位）をつけることができる。採否は面接直後にその人の相対順位（今まで見てきた応募者の中での順  
位）に基づいてきめる。   

5．一度断った人を後から採用することばない。   

6．あなたはベスト（絶対順位1）を採用する確率を最大化したい。   

この問題をCSP（Classicalsecretaryproblem）とよほう。よく知られているように、この間題の最適政策は  
最初のrn－1人をバスして、それ以降の最初の相対順位1の応募者（これを候補者と呼ぶ）を採用するというもの  
である。ここで、rnは  

n n  

∑1小1＞1≧ 
」＝r  ． 

を満足する整数ーである。また、この政策の下での成功確率は  

恥＝（埋古  

で与えられる。漸近的には以下のようになる。  

1im。→。，rn／n＝1imn→C。¢n＝C－1（躇0・368）・  

Gardncr（1960）のScientific American2月号に載ったコラムがCSPが一般に知られるきっかけになった  
といわれている。これはGoogolと呼ばれる問題で次のようなものである。  
（Googol）AsksomeonetotakeasmanyslipsorpaperaS hc pleascs，andoncach sliptvritca  
differentposltlVCnumbcr・ThcnumbersmayrangcfromsmallrractionofonctoanumbcrthcsIZCOfa  
googol（1followedbyahundrcdzeros）orevenlargcr・ThcscslipsarcfurnCdfacc－dowりandshumcd  
overthctopofatable・Oneatatimcyouturnthcslipsfaceup・ThcalmistostopturnlngWhcnyou  
cometothcnumberthatyouguesstobcthelargcstofthescrics・Youcannotgobackandpicka  
prc、riouslyturnCdslip・Ifyouturn0、′Crallthcslips，thcnofcourscyoumustpickthclastoncturnCd・  

これより、Googolにおいて、カードに記入される数字を無視して相対順位だけに基づいて，最適な選択を行おう  
とするのがCSPであることがわかる。   

学術雑誌でCSPを最初に論じたのはLindlcy（1961；AS）で、その後、著名な研究者による論文が続く  
（Dynkin（1963；SM），Chow，Moriguti，RobbinsandSamucIs（1964；IJM），GilbcrtandMostcllcr（1966；JAS））  
。CSPの特徴の各項はその後多くの研究者により次のような方向に拡張、一般化された。   

1．多人数の採用。   
2．応募者総数nが未知。   

3．面接の順序がランダムとは限らない。   
4．情事帥ミ相対順位だけの場合をNI（noinrormation）と呼ぷ。そのほかにFI（fullinrormation），PI（Partial  

information）がある。  

FI：i番目の応募者の能力をXiで表す（大きいほど優秀）時、Xl，．．．，XI，を既知の分布Fからのランダムサン  
プルと仮定する。面接によって、この実現傾が分かる。  

PI：分布は既知であるが、未知バラメータを含む。   
5．リコールや拒否が許される。  
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6．絶対順位iの人を採用したときの損失をq（i）とし、期待損失を最小化する（特に、q（l）＝0，q（i）≡1，i≧2 の場  
合をbestchoiceproblem，q（i）＝i，i≧1の場合をrankminimizationproblemと呼ぶ。したがって、CSP  
はNIbestchoiceproblemと見ることができる）。  

今日では、サーベイ論文が沢山でている（Rose（1982；AMS），Freeman（1983；ISR），Ferguson（1989；SS），  
Samuels（1990；HSA）and Tamaki（1994；RAMP））ので、1990年頃までの文献については・それらを参照され  
たい。ContemporaryMathematics125（1992）にほ多くの関連論文が掲載されている。以下では、過去の重要  
な結果を交えながら、最近の話題の幾つかと、それに付随した0penPrOblemを紹介する。   

2．FIrankminimiヱation   

秘書問題は情報構造の観点からNlとFlに分かれ、損失関数の観点からbestchoice，rankminimizationに分  
かれることはすでに述べた。これらの組み合わせは4通り考えられるが、NIbestchoiceは C＄Pにほかならな  
い。NIrankminimizationはLindley（1961；AS）が最初に取り上げ、Chowetal・（1964；IJM）が解いた。彼等  
は最適政策の下での漸近的期待順位が  

∞  即＋軒3・8695  
となることを導いた。FIbestchoiceの漸近的成功確率を求めたのほSamuels（1982；PUS）で、その値が  

中（1－U）＜C＜（X・＆（1－UV）］＝e－C・（eC－C－1） 

［  
x－1e－CXdx＃0．5801糾  

となることを示した（ここで、X，Y，U，Vはそれぞれ独立な確率変数で、X，Yがパラメータlの指数分布に、U，  
VがU（0，1）に従う）。FIrankminimizationに挑戦したのがBrussandFcrguson（1993；JAP）である。最初のk一  
個の観測値Xl，∴，Xk（Xl＜…＜Xkの順に並べる）をバスして、以降最適に振る舞う時の期待順位をVk（Xl，・t・，Xk）と  
すると、最適方程式は次のようになる。  

紆  
min（j＋1＋（n－k）x，Vk（Xト…，当，X，Xj．］，・＝，Xk－1）〉dx  Vk＿1（Ⅹト‥，Xk＿1）＝  

ただし、Xo＝0，Xk＝1；Vn＿1（Xl，…，Xlト1）＝n－（Xl＋‥．＋X∫ト1）で求める期待順位ほVo（¢）。これを直接解くのは困  

難なので、彼等はmemorylcssrulep＝（pl，．．．，Pn）（StOppingtimcNが，N＝min（k；Xk≦pk〉であらわされるルー  

ル）の下で、順位R（p）の期待値が  

E［R（p）】＝1・をn－k）p  差（醐増 ￥ 
（（pk一両＋F  

で計算されることを示し（ここでqi＝1－Pi）、この間題とMoser problemの類似性からpk＝2／（n－k＋2），1≦k≦nの  
場合に注目し、1imn→∞E［R（p）］＝7／3を導いた。彼等ほ、真情を1・908と2・3266の間に予想しているo Assar  

andSamueトCahn（1991）も同じ問題を考え、memOrylessrulepk＝C／（n－k＋C）の範凶では、C＝1・9469の時に  
期待順位が馴、となり、その値が23318 となることを示した。現状はここまでで、Flrankminimizatiムnは  
依然、未解決である。   

3．SecretaryproblemasagameofGoogol   
既に述べたように、Googolは当初CSPとして定式化されたが、これをそのまま膵ち負けを競うゲームとし  

て定式化しようとすると、次の．2つの問題が浮上する。以下では、”わたし”は、数字を書く（数字の生成ルール  
を決める）人、”あなだ■は最大数を当てる（停止ルールを決める）人とする。  

（1）あなたは、あなたの停止ルールを（相対順位だけでなく）数字そのものに依存させることにより、成  

功確率を¢．、より大きくすることができるか？   

（2）あなたは、わたしの生成ルールを知った時、成功確率を¢llより大きくすることができるか？   

RI－guSOn（1989；SS）は、この間掛こ対して次の意味でNo’一と答えている。わたしがn個の数字Zl，・・・，Znを、次  
のルール  

Zl，．．．，Zn，gil′enO～i．i．d．U（0，0），ll′hereO～Pa（α（E），l）  

に従って生成する時、任意のE＞0に対して、あなたの成功確率は¢l，＋E以下におさえられる。ここで、P。（α，m）は  
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パラメータ（α，m）の／ルート分布を表わし、その密度関数はαm叫8α＋1，8＞mで与えられる。α（E）ほEに依存し  
て選ばれる0に十分近い数。Samuels（1989；SS）は、成功確率がe可plimalでなく、ちょうど¢nとなるような  

exchangeabler．vIsの生成ルールが存在するかどうかを調べ、もし存在すれほ、その生成ルールを求める間恕  
Ferguson’s secretary problcmと呼んだ。SamucIs（1989；SS）ほn＝2の場合、生成ルールが存在しないことを示  

した。SilvermanandNadas（1992；CM）はn＝3の場合、これが存在することを示し、Gncdin（1994；AP）はn≧3  

に対して存在することを示した。生成ルールは次の様になる（ただし、りま十分小さい正数）。  

Zl，…，Zn，givenO～i・i・d・U（0，0），WhcrcO～〈0＜0≦1｝・｛0＞1｝  

Samuels（1994；NIC）はbest choiceに限定しないで、一般の損失関数の場合を考察したがn＝3の時でさえ、完  

全には解明されていない。  

4．Optimalstopplnggame  

Optimalstoppinggameは情報の観点（NIorFI，eaChorcommon），利得の観点（ZerOSumOrnOn－ZerO  
Sum）、さらには優先権の有無等によって区別され、モデルが多岐にわたっている。Sakaguchi（1994；NIC）のレ  
ヴュから代表的なモデル（2人ゲーム）を2つ紹介する。両モデルとも、各プレーヤーの目的は相手よりも大きな  
値を得る確率の最大化。  
（1）EnnsandFerenstein（1985；JOR）（ZerOSum／common／priority）  

2八のプレーヤーA，Bは共通のi．i．d．sequence（Xi，1≦i≦n）を観測する。Xi～U（0，1）でAに優先権が  

ある。AがⅩiをパスした時、Bに選択権が回る。両者とも／1スした時はXi＋1を観測する。一方が選択すれ  
ば他方の1人ゲームとなる。Pn（X）をAの手番でⅩ1＝Xを観測しているとき、以後、両者が最適にふるまう  
場合のAの膵つ確率とすると、最適方程式は  

pn（X）＝maX［xn－l・min（1－Xn－1・LIpn－1（y）dy） 

となる。ただし、n＝2，3，…；Pl（X）≡1。Aが階つ確率の漸近値はトu‡＝O．6724。－ulogu＝1og2－u  

の根がu‡。  
（2）Mazalov（toappear）（ZCrOSum／cach／non－priority）  

A，Bは各々独立にi．i．d．scquencc（Xi，1≦i≦n）、〈Yi，1≦i≦n）を観測する。Xi、Yi～U（0，l）。A，B  
は対称であるから、Aについて述べると、彼の戦堵はdccrcasingsequencel＞Zl＞‥・＞Zn＝0を決めるこ  

とである。これはⅩi≧Ziとなる最初のiでストップすることを意味する。最適な（Zi，1≦i≦n－1〉は次の連立  
方程式の根として与えられる。  

Z・・・・q－）（1－2zi＋Z乙l）＝0，1≦i≦n－1  
真zl…柚f・［莫1］  

Sakaguchi（1994；NIC）は今後解かれるべき問題としてMa祖IovのNIヴァージョンを上げている。  

5．MultiplechoicesecretaryprobIem  
様々なNImultipIcchoiccsecrctaryproblcmが考えられてきた。例えはm匝I遍択が許され、その中に  

bcst kすべてが含まれる場合を成功とみなすモデル、あるいはbcst kのどの要素が含まれるかによって効用が  
異なるモデル等が考えられてきたが、これらの最適政策は一般に複雑である。Preater（1993；ORL，1994；MOR）  
の研究は、効用関数叫（．）の自然な仮定の下で、最適政策の共通の横道を探ろうとするものである。時刻1一までに  
選んだ応募者の集合を R（遊ばれた者の、その時点での相対順位の集合）とし、以後最適に振る舞う場合の期待効  
用をVr（R）とすると、これは次の関係を満足する。  

r  

Vト1（R）＝‡∑max（vr（R当Uu），Vr（R当））  
j＝1  

ただし、R＊j＝〈i：i∈R，iくけ∪（i＋1‥i∈R，i≧j〉で求める値はVo（¢）。これより時刻rでは  

V，（R当∪〈j〉）≧Vr（R＊j），  （1）  

が成立する場合、相対順位jの者を採用することになる。Prcater（1994；MOR）は与えられたRとjに対して、あ  
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る整数r‡（R，j）が存在して、r≧r‡（R，j）に対して関係式（1）が成立する性質をtimc－isotoncと呼んだ。彼ほ効用関  
数叫（A）（Aは選ばれた者の絶対順位の集合）がregularの時、最適政策はtimc－isotoneになると予想している。  
坤（A）がregularとは集合メンバーの一部をべターな者に変更したり、あるいは新しいメン／トを付け加えたりす  
ることによって、効用が減少しないという性質である。   

6．SecretaryprobIemwithrank・dependentrqjectionprotnbiIjty   

応募者が申し出を断る可能性を考慮したモデルを最初に考察したのはSmith（1975JAP）である。Smithほ、  
応募者は順位に無関係に確率qで申し出を断ると仮定した（確率1－qで受け入れる）。besIchoiceの時、最適政策  
はthreshold typeとなる。すなわち、最初の一定数をバスして、それ以降の候補者に採用を（受け入れられるま  
で）申し出るという形になる。Tamakiand Ohno（1994；NIC）は、これを順位に依存する拒否権寧を持つ場合に  
拡張した。qiを絶対順位iの応募者が申し出を断る確率とし、Pi＝1－qiとする。プロセスの状態を（r；il，・・・，ik）で記  
述する。これほ、最初のー八の中のk人に採用を申し出て断られた状態を表している。ただし、il＜‥．くikは、この  

k人の（ー人の中での）相対順位を小さい順に並べたものである。（ー；¢）は、まだ申し出をしていない状態を表す。状  

響（r；il，…，ik）からの変換された最適値関数をVr（il，．．．，ik）で表す（同様にV，（¢）を定義する）。これは次式を洞足す  
る。  

Vr－1（il，…，ik）＝与max〈pl（f）brTl（il，‥・，ik）・Vr（1，il＋1・・・”ik・l），Vr（il・1，・・リik・1））  
）vr（i．二1，．．．，ik＋1）  

出  r  
＋  

．如割vr（il，．．リiト1，it．1，…，ik．1）  
t＝2  

・（封vJil，…，ik）   
Vr－1（¢）＝‡max〈pl（f）・V，（1），Vr（¢））・榊vJ¢）  

WithVn（il，・・・，ik）≡0andVn（¢）＝0。成功確率はVo（¢）。また、b，（il，…，ik）は次の再帰関係式を満たす。   

b，－1（i．，i2，・‥，ik）＝帥，（il＋1，i2・1，・・・，ik・1）  

．宣（判br（il，…，is＿1，is．1，．．．．，ik．1）  

＝Z ヒ建  r  

b，（il，i2，…，ik）  ＋  

k  

withb。－1（il，i2，…，ik）＝nqi1．1・  
t＝1  

たとえば、qi＝q，3≦i≦nの場合、最適政策は以下のようになる（qlの値は最適政策に影響を与えない）。  

Casel（q2≧q）：最適政策はthrcsholdtype．  

Case2（q2＜q）‥2数rよ，r宗（r泉≦r宗）が存在して、最適政策は最初のr真－1を／iスして、それ以降、最初の候補者  
に採用を申し出る。 この者が時刻ーに出現し、申し出を断った場合、以後の政策は次のようになる。   

［r≧r宗一1の場合］以降、最初の候補者に採用を申し出る。   
［ー＜ー嘉一1の場合］以後の候補者の出現時刻がー嘉一1以前の場合は候補者への申し出を1回づつ見送る。すなわ   
ち、時刻ー以降の最初の候補者は見送り、次の候補者には申し出を行ない、その次の候補者は見送り…。   

ということになる。ただし、時刻招－1までに採用が決まらない場合、それ以降の候補者には引き続いて採用  
を申し出る。  

TamakiandOhnoはq2≧q3≧・・・≧q。の場合、最適政策はthresholdtypcになると予想している。  

Abbreviations．   
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JAS：J・American StatisticalAssociation，JOR‥J・Opcrations Rescarch Socicty orJapan，MOR‥  
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ResearchLetter，PUS‥fhrdueUniversityStatisticsDepartmentMimeoSerics，RAMP‥RAMPSymposium  
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