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変分不等式に村するニュートン法  

奈良兄端杵1t；：：㍑彿ノ（l：；：院人′、；∠：＊＝地 該∴・  TAJIKouichi  

棉J∴さ 邪式 FUKUSHIMAMasao  

1 はじめに  

∫を月nの空でない閲早膏！；分葉介，ダを」㍗から そ  

れドニl身への連続写像とする．このとき，次式を満た  

すごー∈ぶを求めるりり題を変分不等式問題という．  

（ダ（ェX），㍗－〇－〉≧0∀ヱ∈∫・  （1）   

変分不等式問趨の邪法として，ニュートン乱射闇  

法，線形化ヤコピ法など多くの反復桐はが撞案さ  

れている．その中で，ニュートン法は各反復におい  

て，次の線形化された変分不等式を附くことによ  

り′キ列（ェりを生成する．   

（∫（㌔）＋∇ダ（㌔）r（㌔汗l→㌔），エーJ汗1〉≧0  

∀ヱ∈5．  

（2）  

適当な仮定の下で，ニュートン法は局所的に▲二次  

収束することが示されている．－－・方，変分不等式に  

対して，gaP関数に代表されるいくつかの評価偶  

数が提案されておl），それらに対する直線探索を  

組み合わせた大域的収束一性を持つニュートン法が  

提案されている【1，2トところが，それらの方法は，  

集合5が例えば凸多面体といった綺単な構造を持  

つことを暗に仮定している．実際，－・・■・般の【ll灘合5  

に対しては，（2）の解を求めることは必ずしも容易  

ではない．   

ここでは，大域的に収束する新しいニュートン  

法を提案する，提案する方法は，各反復において写  

像ダだけでなく集合5も線形化した線形の変分不  

等式を角芋く．さらに，最近著者によって提案された  

評価関数を用いることにより，この方法が大域的  

に収束することを示す．また，適当な仮定の川卜で，  

その収束率が超一一次であることを示す．  

Fは連続的微分可能であり，集合封ま2階連続的  

微かり●能な凸関数ci：βn→月を川いて，  

5＝（ェIci（ご）≦0，五＝1，2，t‥，m）  

と衣されるものと仮定する．さらに，Slaterの制約  

想定が満たされると仮定する．   

まず，与えられた点ヱ∈月れに対し，集合r（∬）を  

次のように定義する．   

r（〇）＝（ylci（〇）＋（∇ci（‡），y一正〉≦0  

壱＝1，2，‥．，m）・  

このr（ご）を用いて関数／：見れ→月を次式で定義  

する．  

J（ご）＝ －〈ダ（ご），g（ェ）－エ〉  
1  

岬（ごトヱ，C（g（ヱ）一方））  

ここに，G＝ま几×几正定値対称行列，またガ（ヱ）は  

次の二次計画問題の唯一一の解である．  

minimizey 書くy－ご，G（y一〇）〉＋（ダ（〇），y－〇〉  

subjectto y∈T（x）・  

さらに，この二次計画問題の最適なラグランジュ  

乗数の集合をA（〇）と書くことにする・   

閲数／を用いると，変分不等式問題（1）と等価な  

泣適化問題を構成することができる．  

定理2．1【3Iすべての〇∈∫に対し／（訂）≧0が成  

り立つ．また，〇∈5においてJ（ェ）＝0となるの  

は，エが問題（1）の解であるときであり，またその  

ときに限る．従って，問題（1）は次の最適化問題と  

等価である．  

minimize f（＝）subjectto3＝∈S・（3）   

関数Jは必ずしも微分可能ではないが，方向微係  

数は常に存在する．  

定理2・2t3】関数／は方向微分可能であり，その方  

向徴係数は   

／′（ご；d）＝   

〈ダ回－【叫エ，入）‾C】（坤卜〇），d〉  
入，  

2 方向微分可能な評価関数  

この節では，最近著者【3】によって提案された，  

変分不等式問題（1）に対する方向微分可能な評傭  

関数と，その性質について述べる．以下では，ち二像  
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で与えられる．ただし，   

m  

叫ご，入）＝∇顆）＋∑入i∇2ci（ご）  
i＝l   

である．   

注意2．1もし，集合A（〇）の要素が酔・つならば，  

関数／は点〇において微分可能である．  

定理3．1【4】写像ダは連続的微分可能かつ係数〝で  

強単調であるとイ反左する．また，定数γ＞0は十分  

大きいものと仮定する．もし，行列CがIIC】l＜2〝  

を満たし，点列（㌔）が有界であれば，上のアルゴ  

リズムの生成する点列は問題（1）の（唯一の）＃削こ  

収束する．   

定理3．2【4】定理3．1の仮定が満たされているもの  

とする．さらに，（1）の唯一の研√において狭義  

相補性および一次独立制約想定が満たされている  

と仮定する．もし，ある整数左が存在し，アルゴリ  

ズムのStep2においてすべてのk≧kに対し単位  

ステップサイズが許容されるならば，アルゴリズ  

ムが生成する点列（ごりは解〇一に超一次収束する・   
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3 大域的に収束するニュートン法  

この節では，変分不等式に対する大域的収束性  

を持つニュートン法を提案する．この方法は，ペナ  

ルティ関数   

ITl  

叫〇）＝拍）＋γ∑max（0，Ci（ェ））  
i＝1   

にArmijo型直線探索を組み合わせたものである．  

また，以下では写像ダは係数〝＞0で強単調，す  

なわち   

〈ダ（〇トダ（y），エーy〉≧〝llェーy‖2∀ェ，y∈月れ   

を満たすものと仮定する．   

アルゴリズム   

StepO初期点ヱ0，バラメータγ＞0，0＜β＜1，  

0＜J＜1，および正走値対称行列Gを選ぶ．   

Stepl線形変分不等式  

〈ダ（㌔）＋〟（ごん，スん）r（豆た－㌔），エー恵ん〉≧0  

∀ヱ∈r（㌔），  

の解恵ん∈r（〇ん）を求めdん：＝豆ん －エんとお  

く．ただしスんはA（㌔）の任なのベクトル．   

Step2ェ頼l‥＝㌔＋βmLdんとおく．ただし7Ttん  

は  

恥（㌔）一針（㌔＋βmdん）≧一打βm∂ニ（㌔；dん）  

を満たす最′トの非負の整数．steplにJjiる．  

このアルゴリズムに対して，以下の定理が成り  

立つ．  
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