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外平面グラフ上の最大流量を求める並列アルゴリズム  
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昆は上記の意味においてのものである．   

Cよりv ∈l′を耽り‡珠くと非連結になるよう  

なカット狛‡てノが存在しない，すなわち，2連結な  

外平面グラフCは，全ての節点を1比だけ通る閉  

路〃を頼l唄而との境非として埋め込み，Ⅰ邦搭〃を  

構成しない洩りの辺を互いに交差しないように閉  

路〃の内側に収め込むような平面埋め込みを持つ  

【1］・如限面との境界をなす辺のことを周辺（sidc  

c（lge）と呼び，他の辺を対角辺（diagol－al）と呼ぶ・  

また，姑′キ5を節点番号1として，周辺に沿って節  

点番号1，…，7ュを付けた場合，周辺全休から成るⅣj  

路〃：∫（＝1），・‥，l，五＋1，‥㍉亡（終点），…，J，  

J＋1，・‥，Tlにおいて，路5（＝1），…，l，l＋1，…，  

t上の辺を前周辺（forward－Sidccdgc）と呼び，路t，  

‥・，j，j＋1，‥・，S上の辺を後周辺（rcar－Si〔lecdge）  

と呼ぷ．但し，周辺（．s，りが存在する場合，辺（5，り  

を前周辺とする．   

3 最大流量を求める並列アルゴリズム  

ここでは，入力として与えられる外平面グラフC  

は・2辿結グラフであると仮定する．2辿結とは限ら  

ない一般の外平面グラフの場合についても，2連結  

成分を並列に求め【3］，各2辿結成分に対し本並列  

アルゴリズムを適用することにより容易に拡張で  

きる．以下に，倍大流星を求める並列アルゴリズム  

Pro⊂edure Maximum－Flowの概略を述べる．  

（Stepl）与えられた外平面グラフCの周辺を求め  

【4】，始点5を節点番号1として，周辺（ハミルトン  

閉路）に沿って節点番号1，…，Tlを付ける【叶   

もし，対角辺が存在しなければ，グラフCはハ  

ミルトン閉路Cのみから成るのでStep6へ分岐す  

る．  

（Step2）Cの而Cl，C2，…，CJ，J≧1を求める  

【1】．  
（Step3）以下のように根付木了七＝（叶，ET，r），  

lケは節点地合，月Tは辺集合，rは根，を梢成する  

【11．tケ＝（cilciは而C一に対応），辺（7り）（節  

点番号1は始点5である）を含む而Clに対応する  

節点clを木花の根r，βr＝（（cf，Cブ）lci，Cj，  

∈叶それぞれに対応する而Ci，Cjが共に辺（i，ゴ）  

をもつ）とする・   

終点上の節点番号より1′トさい節．卓番号をもつ  

臥亘vト1とtの周辺（vト1，りを含む面CJに対応  

する7七の節．庄をcJとし，7bにおける根clからcJ  

への路pに着目する．この路p ＝ Cl，C2，…，CJ  

1 まえがき  

ネットワーク〃＝（C＝（V，β），5，t，C）を次の  

ように定裁する．Cは，多韮辺を持たない連結宥向  

グラフであり誹腑傲IVlを↑ュ，辺数lβlを”lで示  

す．5と！（5≠りはl′に属する岬別な節点で，それ  

ぞれ，始′旦，終．－こ）二と呼ばれる．各辺（i，．ブ）∈ガには，  

その上を流れる流韮の上限植を袈す容韮c（五，．ブ）≧  

0が与えられているとする．敢大洗茄問題【3］とは，  

ネットワーク〃＝（C，β，亡，C）においてそれぞれの  

辺の流量l掲数／（7⊥，γ）が，容劉鵬勺‥（0≦／（叫ル）≦  

c（叫ル）），流量保存則‥（v≠∫，土なる各v∈V  

について∑－▲：（叩）描／（叫て′）＝∑u：（叩）ぴ／（1ノ，1⊥）  
が成り立つ）， を」いこ満たすという条件のもとで，  

始点5から終′震＝への鱒量伯∑l▲：（5，u）∈βJ（ざ，て⊥）－  

∑l▲：（叫5）∈Eル，5）を最大にするものを求める間道  
であり，今までに数々の研究がなされてきた【3】．こ  

の間過を並列アルゴリズムの観点からながめると，  

一般のグラフにl対しては，最大流量問遇は♪完全  

【1】であり効率の良い並列アルゴリズムが存在しな  

いと考えられている【1】．   

本論文では，取り扱うグラフCを外平面グラフ  

【2］，つまり，グラフの全ての節点を無限而（グラフ  

を平面に埋め込んだ時，グラフの外側の無限に広  

がった領域）の境界上に来るように平面性め込み可●  

能なグラフ，に限定して，外平面グラフG上の任意  

に指定した2節点5，t～（5≠t）間の倍大流量問題  

をCRCWPRAM【1トヒで，0（n2／logn）佃のプロ  
セッサを用いて0（log71）時間で解く並列アルゴリ  

ズムを提案する．  

2 準備  

本論文で取り扱う外平而グラフCは無向グラフ  

である．無向グラフの瘍合には，柵向辺（－⊥，γ）を，そ  

れと同一の容量をもつ互いに逆方向の2つの有向  

辺（lり′），（lリ申こ置き換えることによって有向グ  

ラフの場合と同根に最大流量問題が定義できる．こ  

の場合に，無向グラフにおける任意の辺（叫V）の流  

量／′は，有向グラフの流量関数／（叫ル）を用いて次  

のように計算できる．  

／′（叫ル）＝111aX（0，J（叫ル）－J（l′，u）），  

／′（叫11）＝nlaX（0，／（v，u）－／（叫可）  

以下で提案するアルゴリズムは，必ずしも，実際に  

無向グラフのすべての辺を2本の互いに逆方向の  

有向辺で置き換えるわけではないが，求める最大流  
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∂の内面中の面に対応する∂■の節点をv；，‥・，VJ  
とする．∂－の各辺（i－，ゴー）の長さ～（i■，デ）を，対  

応する∂の辺（り）の容量c（i，J）とし，γこ′，から各  
γ；，i＝1，… ，J，への最短距離を求め，その値  

を頼ノご），i＝1， ，いこ格納する・ただし，  

γ：，”Vニ…の侶は，申こp）＝い（vニ。U，l）＝VαJと  

する．   

eの辺（l⊥，V）の流量ル，V）は，対応する（交わ  

る）C蠣の辺を（J∵㌦）とすると，ノ（l上，V）＝lg（u－）一  

項′★）lで求まる・  

ir部分グラフCiが存在しない thell停止．  

（Step2）  

fbraLZi，1＜i＜んin para11cldo  

begill   

∂とCiの共有節点をち㍉ 肌とし，Steplで求   

めた∂における辺（〇f，机）の流量を／（〇‘，yi）とす   

る．Tに節点γ∴及び，Cfの周辺の数↑l′佃の節点   

小…，Vニ′を追加し，γ：と1の根，及び，面q   
に対応する℃の節点りとqの周辺eん′に対応す   

る追加した節点1′ん′を辺で接続した木Tを梢成す   

る・Tの辺（－・‘★，γ－）において，－ノをγ－の親と   

する・Tの粗からl上■，リーへの距離をそれぞれ  

Je71（lり，Je？l（㌦）とする．（て1‘，リー）に対応するCi   

の辺（l↓，γ）の流量／（ll，γ）は次式で求まる．  

／（†．l，γ）＝  

上の辺をrbの主楓路p上の端点も含む節点を主  

節点と呼ぶ．  

（岳tep4）托の主線を求める．もし，主線以外の辺  

が存在しなければ，Step6へ分岐する．  

（Step5）コセより主節点，および，それに接続する  

辺を除去すると，部分木れ，…，孤，た≧1からな  

る森を得る．各部分木℃において，主節点と接続し  

ていた節点をそれぞれ木れの根とする．各れ，i＝  

1，…，た，において，罰の節点cl，Cら，…，Cきに対  

応するGの面Ci，C妄，…，CJによって生成され  

るGの部分グラフCi＝（Ⅵ，昂），Ⅵ＝（v∈Vl  

吊まCi，q，…，CJの少なくとも1つに含まれる  

），且＝（e∈引eはCi，q，…，Cfの少なくと  

も1つに含まれる），を柿成する・   

また，Cfの桝成と同株に主節点cl，C2，…，CJ′に  

対応するCの而Cl，C2，…，q′によって生成され  

るGの部分グラフGを構成する．  

fbralLi，1≦i≦kilュparalleldo   

封に対応するCの部分グラフC‘‘と∂との共有節   

点エ‘一肌（ェi≠机）間の最大流量を求め，∂の各   

辺（ェf，yi）の容量c（ェi，yf）をそれぞれJ（霊i，∽）と   

する．  

（Step6）Gの始一卓二β，終点土間の最大流量を求め  

る．この値がCの最大流量になる．∂の粒小カッ  

ト【3】を求めるた捌こ，∂の修正双対グラフを糀成  
して∂－とする．但し，修正双対グラフは，Gの双  

対グラフ∂d【2】を求め，∂の無限面に対応する∂d  
の節点ル■を除去し，代わりにvこJ”Vニ。W，lの2つの  

節点を付加し，前周辺に対応する∂dの辺を塙に，  

後周辺に対応する∂dの辺をγニ…、にそれぞれ接続  

させて得られるグラフと走鼓する．  

（Step7）C＊の各辺（i＊，J★）の長さヱ（i●，ノりを，対  
応するeの辺（壱，．りの容量c（五，ブ）とし，∂－におけ  

るl′こ，，からvニ。U，lへの蒋短距離を求める・この最短  

距離がCの取′」、カット【3】の値であり，敢大洗義一  

液小カットの定型！【3】により，Cの倍大流量vα上が  

求まる．  

4 辺の流量を求める並列アルゴリズム  

JeTl（㌦）－JeTl（l√）：JeT巾’）≦J（ェi，机）のとき  

／（諾i，肌）－JeTl（l√）：JeTl（l′◆）＞ノ（ェi，机）かつ  

Je用ぃー）＜／（ェf，机）のとき  

0：Je71（v†）＞／（ェil机）かつ  

JeTl（ll－）≧／（ェi，yf）のとき  

elュd．  

以上から次の定理が得られる．  
【定理1】Pro⊂edure Maximum－FlowとPro－  

⊂edureFlow－Deterll↑ilつatiollは，それぞれ  

0（T12／log71）佃のプロセッサを用いて0（logTl）時  

間で英行可一能である．但し，TlはGの節一堂の個数で  

ある．口 何三明略ノ  
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Gの各辺の流量を求める並列アルゴリズムで  

は，まず，Cの最大流凱′α＝巨掛ニ∂の各辺の拡  

充／（ェ，y）を決定し，次に，eにおけるeと各部  
分グラフCiの共有辺（ェi，机）の流菜J（ェi，肌）を基  

に，各Cfの各辺の洗蒐を並列に求めることにより，  

Cの各辺の流丑を決定する．   

以下に，辺の容認を求める並列アルゴリズムの概  

略を示す（流れの向きの決走法については容易なの  

で名略する）．  

Pro⊂edure Flow－Determination  

begill  

（Stepl）（∂の各辺の流量を決定する．）  
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