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変分不等式に対するメリット閲数Jは以‾‾Fに述べる  

ような“良い”性質をもつことが望ましい．   

1．／は微分可能である．   

2．／の任意の停留点（または局所的最小点）は大域  

的最小点である．   

3．Jの伯を評価することにより，いま考えている点  

が解集合にどれくらい近いかを見積もることが  

できる（エラーバウンド）．  

変分不等式問題ⅤⅠに対して最初に提案されたメ  

リット関数は，Auslender［2】によって考察されたギ  

ャップ関数（ga．pfunction）と呼ばれる関数である・  

タ（ェ）＝（〈顆），いy〉）  

関数ダは集合5が有界であれば任意の点において有  

限伯をとるが，そうでないときにはタ（ェ）＝＋∞とな  

る場合がある．ギャップ関数タは以下の性質をもつ・   

1・タ（ヱ）≧Ofbrallヱ∈5・  

2．g（ヱ）＝0⇔ヱはVIの解   

したがって，VIは最適化問題min（g（可拉∈5）と  

等価であるから，タはⅤⅠのメリット関数である・し  

かしながら，このギャップ関数タには，すべての点で  

微分可能とは限らないという欠点がある．   

－一一般の変分不等式問題に対して，微分可能なメリッ  

ト関数が存在するのかという問題は長く未解決の問  

題として残されていたが，1989年にFukushima．r6］  

とAuchmuty【1】によって独立に解決された・その関  

数は正則化ギャップ関数（regularizedgapfunction）  

1． はじめに  

変分不等式問掛二対して，等価な最適化問題を定  

式化することにより，それに基づく数イ棚和上を構成し  

たり，与えられた．キと附との隔たりを含輔ttける指標で  

あるいわゆるエラーバウンドをj尊く試みが近年非常  

に活発に行なわれている．本稿では，変分不等ぺl甘趨  

とそのサブクラスである相補性問越に対するそのよ  

うな試みを概糾する．   

変分不等式問題（variationalinequalityproblem，  

ⅤⅠ）は－－・般につぎのように＃くことができる・  

Find3＝∈Ssuchthat 〈F（x），y－X〉≧0 ∀y∈S  

ここで，5は沢れの閉凸部分集合，ダは沢れから沢れ  

への写像 〈・，・〉は沢nの内積を表す・変分不等式  

問題VIにおいて，特に5＝（ェ∈沢nlェi≧0，壱＝  

1，…，几）のとき，変分不等式問題は次の相補性問題  

（complementarityproblem，CP）に帰着される・  

ダ（ご）≧0，エ≧0，〈F（〇），〇〉＝0  

変分不等式問題および相補性問題に関する▼・般的な  

事柄は【3，8，14，15】などを参照していただきたい・   

2．変分不等式のメリット関数  

実数値関数Jの，ある集合ズ⊂好一上での人城的  

最小点の集合が．変分不等式聞損VIの脈集合に一・－・致  

するとき，fをVIのメリット関数（meritfunction）  

という．（通常，集合ズは5または月nのいずれか  

である．）／がⅤⅠのメリット関数ならば，ⅤⅠは次の  

等価な最適化問題に再定式化できる．  

minimize f（ヱ）subjectto 3：∈X  
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が単純な集合のときは関越ないが，－一般に射影の計算  

は容易ではない．最近，TajiandFukushima［17，18］  

は，集合5が不等式制約式  

5＝（可ci（ご）≦0，i＝1，‥・ ，m）   

で与－えられる問題に対して，iE則化ギャップ関数を修  

．イIlミした関数  

緑）＝y課，〈〈瑚，エーyト；lly一雄）  
を考え，この関数がⅤⅠに対するメリット関数とな  

ることを示した．ここで．r（ご）は次式で定義される  

張合5の点ヱにおける線形近似集合である．   

r（ご）＝（y】ci（〇）＋〈∇ci（ご），y－ご〉≦0，i＝1，‥・，m）   

関数んは微分可能とは限らないが，任意の点で方向  

微分可能であり，この関数に基づく降下法とこユー  

トン法が提案されているr17，1叶   

上で紹介したVIに等価な最適化問題はいずれも  

実行可能領域5上でメリット関数を最小化するもの  

であった．一般のⅤⅠと等価な制約なし最適化問超  

はこれまで知られていなかったが，最近Yamashita．  

andFukushima［23］は（正則化）ギャップ関数など  

の関数に対してさらにMoreau－Yosida正則化の考え  

方を用いることにより，等価な制約なし最適化関越  

が得られ，それに基づくエラーバウンドの導出が可  

能であることを示した．  

とよばれ，次式で定義される．  

′湖＝欝〈く顆），いyト；lly一雄）  

ここでαは正のパラメータである．この関数はギャッ  

プ関数タと異なり，集合5が有界でない場合でも，常  

に有限の値をとる．   

正則化ギャップ関数／。は，ギャップ関数gと挿阻  

つぎの性質をもつ．   

1．ん（〇）≧Oforallェ∈5・   

2．J。（ェ）＝0⇔エはⅤⅠの附   

したがってVIは最適化問題min（f。（x）l3；∈S）と  

等価であるから，んはVIのメリット関数である．i‾に  

則化ギャップ関数んの長所は，写像ダが微分′－1」瀧  

であればんもまた微分可能となることである．さら  

に，Fukushima［6］は写像Fのヤコピ行列∇F（x）が  

正定借ならば，上の最適化問題の停留点（1次の最適  

性条件を満たす点）は必ず大域的最適耶（すなわち  

ⅤⅠの解）となることを示した．さらに，【6，21，叫  

は関数んおよびその拡張に対する降下法を提潔し，  

その大域的収束性を示した．   

また，Taji，FukushimaandIbarakir16】はFが  

（係数〝＞0で）強単調1で，さらにα＜2〃ならば，  

次式のエラーバウンドが成り立つことそ示した．（た  

だし，〇XはⅤⅠの（l軋一一の）解を表す．）  

Jα（ヱ）≧（〝－；）1l…Xll2如allご∈5  

さらに，【ユ6】は関数んに対するニュートン法を堤案  

し．その大域的収束性と2次収束件をホした．   

定義より，正則化ギャップ関数んの仙を評側ける  

には，集合5上への射影を計号ラ：する必要がある．5   

3．相補性問題のメリット関数  

この節ではつぎの相補他聞題CPを考える．  

ダ（＝）≧0，〇≧0，〈ダ（ェ），〇〉＝0   

11描了で述べたように，CPはVIの特別な場合になっ  

ているので，ⅤⅠのメリットl対数を砥接CPに川いる  

ことができる．柑二，VIに対する．州り化ギャップl場  

数／αをCPに特殊化すると次のl乱数が得られる．  

ん（ヱ）＝〈瑚小伸一三瑚＋‖2珊‖2）  

1写像ダ：配れ→折れは  

（F（正）－ダ（正′），正一〇′）≧0 ∀〇，〇′∈取れ  

を満たすとき単調（monotone），  

〈ダ（〇）－ダ（苫‘）．〇一正′〉＞0 ∀J，〇′∈取れ（ヱ≠ェ′）  

を満たすとき狭義単調（strictlymonot？ne），   

げ（り一∫（〇′），‡－〇′〉＞ノ川〇－‡′ll2 ∀ヱ，〇‘∈沢n  

を満たすとき（係数FLでト強単調（strongly rnonotone with  
modulusFL）であるという．特に，ヤコピ行列∇F（2）がナベて  

の〇において正造伯ならばダは扶養jii調である．  
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相㈲津郁・り越CPに対して最近清党に研究されてい  

るメリット閲数に次のl乱数がある．   

n  

咋）＝∑p（ご‘，瑚エ））  
i＝1   

ここで，p：沢2→沢は次式で定義されるl乱数である．   

函♭）＝喜（√巧育－α－b）2  

これは最初Fischer［5】によって掟案されたものであ  

り，その後【7，9，19，4】らによってさまざまな性質  

が仰究されている．容易に分かるように，関数pは  

や（α，b）＝0 ⇔ α≧0，む≧0，αb＝0   

を満たすので，制約なし最適化問題min（中（〇‖ェ∈  

沢れ）はCPと等価である．また，関数pは微分可能  

である．さらに，ダが単調写像または為一関数2なら  

ば，関数中の任意の停留点はCPの解である【7，4ト  

ニれらは，正則化ギャップ関数や陰ラグランジュ関数  

の場合の条件よりも弱い条件である．  

ここで，【ニトはmax（zi，0い＝1，・・，几，を要裁とす  

るベクトルを表す．11了i節にホした結黒より，CPは拉  

退化問題min（ん（〇＝ヱ≧0）と制1Iiである・、－1然な  

がら，VIに対するi仁川川ニギャップ関数に対して得ら  

れている結某はそのままCPに対するl刷り化ギャッ  

プ関数に対しても成立する．   

最近Mangasarianand Solodov【13】は州紳lゾ川  

越CPに対して次の陰ラグランジュ関数（implicit  

Lagrangian）とよばれるメリットl乱数を捉案⊥た・  

〟轟）＝〈ダ（恒〉・去伸一αダ（現川㌧糎＝2  

＋…ダ（ェトα可十Il2－1lダ（可‖2）   

ここで，αはパラメータであり．α＞1とする．陰  

ラグランジュ関数は以下の性質をもつ【13ト   

1・〟。（ご）≧Ofbrallご∈点れ   

2．〟。（ェ）＝0 ⇔ ヱはCPの僻   

したがって，CPは最適化関越min（仇（如lご∈況n）  

と等価であり，〟αはCPのメリット関数である．正  

則化ラグランジュ関数を用いた等価な最適化問題が  

制約条件エ≧0を含むのに対して，陰ラグランジュ  

関数を用いた最適化問題は制約のない問題となる．   

正則化ラグランジュ関数と同様，ダが微分i可●能で  

あれば陰ラグランジュ関数〟。も微分可能であるが，  

さらにYamashitaandFukushima［22】は∇F（3：）が  

正定値ならば関数〟。の停軌真エ り‰（ご）＝0と  

なる点エ）はCPの解であることを示した．また，エ  

ラーバウンドに関してはJ㍗をCPの昭集合とした  

とき，Luoら【12】によって  

Aすα（ご）≧Kdis申，ズ“）2forallヱ‥〟α（ご）≦∂   

を満たすK＞0と∂＞0の存在が示された．さらに，  

YamashitaandFukushima【221は，Fが強単調で1）  

プシソツ連続ならば，ある定数K＞0に対して  

〟α（〇）≧Kli㌃－エーIl2 hrallご∈沢れ   

が成り立つことを示した．ただしェーはCPの唯一  

の角写を表す．  

4． ぁわりに  

本稿では，変分不等式問題・相補性問題に対するメ  

リット関数に関する最近の成果を概観した．これら  

の問題に対してはさらに現在新しい結果が次々と得  

られつつあり，活発な研究が行われている．特に，相  

補性問題CPを一般化した問題  

ダ（ェ）≧0，G（〇）≧0，〈ダ（ェ），G（〇）〉＝0   

（ただしダ：沢れ→沢れ，C：沢れ→沢n）に対して，正  

則化ギャップ関数んと陰ラグランジュ関数〟。を  

統一一的に導出し，さらにCPに対して得られてい る  

それらの性質を一般化する試み【叫や，前節で述べ  

たCPに対するメリット関数せを拡張する試み【10】  

なども行われている．   

2写像ダは，正≠γなる任意のぞ，yに対して，常に才i≠机  
かつ（‡i一肌）岬（才）一尺（y））＞0を満たすiが存在するとき，  
恥関数であるという．単調写像のクラスは鞠・関数を含む．  
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