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ただしαm正の定数。諾は非負の実定数であるが、  

以下の解析では変数としてとらえる。この最小値  

をγm（£）とすると、次の前向きの再帰式が成り立  

つことがわかる。  

1 はじめに  

この報告では、（1）多重積分、（2）多変数関数の  

最適値、および（3）積分評価の最適値、を求める  

「再帰式」をそれぞれ導き、各再帰式の「微分」を  

とる。微分した再帰式が表す問題を原問題のデリ  

バティブ（派生問題）という。あわせて非確率的  

動的計画法を導入する。  

補題3．1  

叫（諾）＝α1∬2   

γm（諾）＝。禦ぎ。［αれ祝2＋1山一1（∬一明・  
（1）   

これは確定的動的計画法である。（1）の最小値を  

与える関数＆n＝滋n（x）は比例式（proportional）  

滋れ（∬）＝滋乃諾（0≦滋m≦1）になることがわかる。  

したがって、（1）においては視＝㍊（∬）＝祝£（0≦  

祝≦1）なる微分可能な祝＝祝（∬）で最小化しても  

十分である。このとき、（1）の両辺は∬で微分可  

能で、その導関数wm（£）‥＝症（諾）は次の再帰式を  

満たす。  

定理3．1（1階微分）∬＞0のとき  

2 多重積分の評価   

いまαm正の定数として、2次の氾変数加法型  

関数  

ん（∬）‥＝α1諾≡＋α2£…＋…＋恥戎  

のβ上のれ重積分  

孔（c）eⅦ1〟・か（埴1血2…dよ陀  

を考えよう。ただし  Wl（∬）＝2α1∬  
（2）  

ぴm（諾）＝。霊芝1匪祝2∬＋（1一視）ぴm－1（£一視瑚・   

これは㍑変数最小化問題   

min 2α1諾祝≡＋2α2可1一明）2祝…＋…  

＋2α叩＿1可1一叫）2…（1一視れ＿2）2混ま＿1  

（i）£1＋∬2＋…＋∬m≦c  

（ii）∬m≧0 0≦m≦m  
上）：  

ここにc≧0．これを積分評価問題という。この値  

をぴm（c）とすると、前向きの再帰式  

〈 

＝γ1（c）  

＝γm（c）＋  

苫l（∬）  

＋2αれ可1一叫）2‥・（ト祝m＿2）2（1一視れ＿1）2   

乱h－1（∬）血  

S．t． 0≦乱m≦11≦m≦乃一1  

の再帰式である。ただしぴm（∬）は苫l（£）の最  

小値とし、ひ1（∬）＝2α1霊である。さらに1階微  

分の再帰式（2）の両辺を微分すると、その導関数  

z乃（諾）：＝鴎（∬）は次の再帰式を満たす。  

定理3．2（2階微分）∬≧0のとき   

zl（∬）＝2α1  

2 Zn（諾）＝。聖芝1［2αm祝2＋（1一視）z和一1（∬一視珂・   

∈れは左（£）の目的関数から∬を「削除」した  

最小化問題＆（∬）の再帰式になっている。  

が成り立つ。ただし  

αm（c－∬）2ゐ．  γれ（c）＝  

3 多変数最適問題   

加法型関数のm変数最適問題を考えよう。  

min α1祝≡＋α2祝…＋…＋α乃祝ま   

7㌔（∬）s．t・（i）叫＋祝2＋‥・＋視れ＝∬  

（ii）弘m≧0 0≦m≦m  
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さて問題7㌔（α）の最小値（評価値）を乱h（α）  

とし、  

γ2（α）γ）＝上α（α－y）［y2・（ツー車輌  

4 多重積分の最適化   

いま簡単のために2変数関数J，タと1変数関数  

んを2次関数  

J匝，祝）＝∬2＋（祝－エ）2＋祝2  

タ（y，U）＝y2＋（γ－y）2＋γ2  

ん（z）＝Z 
2  

として、5変数の加法型関数  

J（ヱ，祝）＋タ（y，γ）＋九（z）  

＝［∬2＋（祝－∬）2＋視2＋y2＋（γ一y）2＝2＋z2］   

－j＝∵∴l  

を考える。非負の実数αを任意に与えて、閉区間  

［0，α］上の連続関数全体をU（α）とする。2つの関  

数祝＝祝（∬），γ＝γ（y）を打（α）から選ぶと、月3  

の単体領域   

β＝（（∬，y，Z）lェ＋y＋z≦α，∬≧0，y≧0，Z≧0）  

上の実数値関数［…］が定まる。したがって、こ  

の関数のβ上の3重積分の値が確定する〈評価〉。  

この積分値を最小にするには、打（α）からどのよう  

な対（叫γ）を選べばよいだろうかく最適化〉？こ  

の最小化問題を  

（α－∬） 
2  

［∬2＋（£一視）2＋祝2］血  γ1（α，祝）＝  

としよう。このとき、次の関係式が成り立つ。   

補題4．1  

α3  

3  

mln  
℃∈U（α）  

mln  
視∈ぴ（α）  

w3（α）＝   

W2（α）＝   

ぴ1（α）＝  

ト2（α小上αぴ3（叫（3）  

卜1（α，小上αぴ2（α）ヰ   
これは加法型評価をもつ3段動的計画法の後ろ  

向き再帰式である。この動的計画法のダイナミック  

ス（推移システム）はしかし確定的（deterministic）  

でも、確率的（stochastic）でもない。一般に確定的  

システムは確率的システムの特別な場合であるか  

ら、この推移システムは非確率的（non－StOChastic）  

と言える。この非確率的動的計画の状態空間は連  

続な空間g＝［0，∞）で、状態α（∈5）におけ  

る可能な決定空間はU（α）である。状態αで決定  

祝∈U（α）をとると、Z∈［0，α】なる任意のzに推移  

加重1で次の状態に行く。γ1，γ2が各段利得（コス  
min此［…］輌dz  

ア1（α）  

ト）関数で、終端利得（コスト）関数はた（α）＝  s．t．（叫ル）∈U（α）×U（α）  

で表し、積分最小化問題という。   

これを動的計画法で解くには、次のような埋め  

込みを行う。  

β＝（（y，Z）ly＋z≦α，y≧0，Z≧0）  

上の積分最小化問題  

である。この状態推移は決定に依存していない。   

式（3）を微分すると、次の再帰式が成り立つ。  

補題4．2（1階微分）   

戒（α）＝α 
2  

卜ら（α，小上α舶y］  

ト（α，小上α嘩∬］  

ぴら（α）＝ min  
γ∈U（α）  

ひ1（α）＝ min  
祝∈U（α）  此  

［タ（y，γ）＋ん（z）］dydz  mln  

ア2（α）  

ただしγら（α，γ）とγ1（α，視）はそれぞれγ2（α，γ）と  

γ1（α，祝）のαによる微分である：  

γら（α，γ）＝上α［y2＋（y一車榊  

γ1（α，祝）＝上α（α一項2＋（∬「祝）2〟］血・  

S．t．γ∈ぴ（α）  

およびダ＝【0，α］上の積分評価問題  

瑚eval上之2dz  

を導入しよう。  
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