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dn（N，0）＝撃，thusregardingasln（N，P），WeOb－  
tainthefbllowlngrelation・  

1．Introduction  

TherearemanylmPOrtantandindispensablenetwork－  
＄truCtured systemssurroundingourdailylives，SuCh as  
road networks，electric power networks，City gas net－  
WOrks，Water plPeline network，and so on．These net－  
WOrks are genera11ycalled‘1ifeline’networks needed to  

maintainour dailylives．This paper aims at evaluat－  
1ngquantitatively the reliability，the stability，and the  
Strengthoftheconnectednessofthesenetwork－StruCtured  
SyStemS．  

2dm（〃，p）  
0≦㍍（Ⅳ，p）＝   ≦1   p∈上 （4）   

m（れ－1）  

Notethatingeneralneithercm（N，k），Sm（N，k）nor  

dn（N，P），in（N，P）canbeunique，i．e．，giventhenetwork  

N＝（竹E）neitherfunctionSm（N，k）＝（sm（N，k））nor  

7L（N，P）＝（in（N，P））canbeuniquewithrespect tok  

andp．   
When wedele七e kedges outofmedges orpnodes  

2．Connec七ivityfunctionofthenetwork－StruCturedoutofmnodesinthenetworkN＝（竹E），reSultingval－  
uessm（N，k）orin（N，P）diff6raccordingtohowwedelete  

もhesekedgesorpnodes・Wecal1functionssm（N，k）and  

in（N，P）edge deletion connectivityfunction and  

nodedeletionconnectivityfunction，reSPeCtively．   

I，etthemaximumandt．heminimumforeachkinthe  

functionsm（N，k）bedeムotedby扁（N，k）and三狙（N，k），  
respectively．  

扁（Ⅳ凍）＝ maX（βm（Ⅳ，り）  

払（Ⅳ，点）＝ min（βm（Ⅳ，り）  

Similarly，1etthemaximumandtheminimumfbreachp  
inthefunctionim（N，P）bedenotedasfbllows．  

㍍（Ⅳ，p）＝ maX‡まれ（Ⅳ，p））  

k（Ⅳコp）＝ min（ま乃（Ⅳ，p））   

3．Propertiesfbr theedge deletionconnectivity  
hlmCtion   

Let thegraphs，SuCh as aslnglepathgraph，aStar  

graph andacircuit graph bedenoted by f㌦，仇and  

C㌦，reSpeCtively．Thenweobtainthefbllowlngtheorem．   

Theoreml Thefo1lowlngShold fbr the graphs f㌔，  

t4L，andC㌦，reSpeCtively．  

SyStemS   

Let the undirected network N＝（tlE）consist of  

VerteXSet V andedge set E withcardinalityIVI＝n  
andJE）＝m，reSPeCtively・InthenetworkN＝（t（E）  

thereexist畢pathsconnectingtwodi鮎rentnodes  
incasewedonotcareaboutthedirection．Supposethat  
kedgesoutofmedgesinthenetworkN＝（t（E）be  
deleted，thenwecountthenumberofpathsconnecting  
two difr6rent verticesin the obtained network．Let the  

11umberofpathsconnectingtwodifFerentverticesbede－  
notedbycm（N，k），andlettheratiobetweencm（N，k）  

andcm（N，0）beβm（N，k），i・e・，Wede負ne thefollowing  

餌nctionforal用∈∬＝（1，2】…，m）．  

Cm（〃，ゐ）  
βm（Ⅳ，た）＝   ゐ∈∬   （1）   

Cm（〃，0）  

Thetotalnumberofpathsconnecting twodi鮎rent  
nodes when none of the edgesis deletedis glVen by  

cm（N，0）＝甲，thusregardingascm（N，k），WeOb－  
tainthefbllowlngrelation．  

2cm（〃，ん）  
0≦βm（Ⅳ，ゐ）＝   ≦1   ん∈∬ （2）   

乃（和一1）  

Similarly，deletingpnodesoutofnnodesinthenet－  

WOrk，WeCOuntthenumberofpathsconnectingtwodifL  

f6rent verticesin t，he obtained net，WOrk．Let the number  

Ofpathsconnectingtwodi鮎rentverticesbedenotedby  
dn（N，P），andlettheratiobetweendn（N，P）anddn（N，0）  

bein（N，P），i・e・，Wedefinethefo1lowingfunctionfbrall  

p∈ム＝（1，2，‥・，可・  

岬）p）＝ p∈エ  （3）   

Thetotalnumberofpathsconnecting twodi鮎rent  
nodes when none ofthe nodesis deletedis glVen by  

（ゐ－m）（ゐ－m－1）  
訂（f㌦，ゐ）  （5）  

m（m＋1）  

ん≧竿   

互生（島l，ゐ）  
（6）  

βm（Wふ，ゐ）＝ 不言（昂Tl，た）  ）
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吾言：了（f㌦＿1，ゐ－1）  

1  

βm－1（君，l＿1，ゐ－1）  

膏言（G乃，ゐ）   

塾（㍍，た）＝ 
（  
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Theoyem3IntheconnectednetworkN＝（t（E）the  
fbllowlngShold・  

Whereαmk andβmk aregivenasfollows・   

αmた＝L」）βmん＝m一打帖）αmた・   

Therelations（8）and（9）arebasedup？nthefact  
thataslnglepathconsistingofm－1edgesISObtained  

Whenwedeleteoneedgefrommedges，andthegraphis  
COnneCted・Whenwedeletetwoormorethantwoedges  
OutOfmedges，aSimilarcaseasaslnglepathoccurs・  

4．Propertiesfor thenode deletionconnectivity  
function  

Weconsider t，hemaximumand the minimumfor the  

COnneCtivityfunctionafterdeletingseveralnodesinthe  

networkN＝（t（E）・Itisobviousthatwehaveln（N，n－  

1）＝O regarding as the minimum・Next，deleting p  

nodes，numberofpathsconnectinganytwonodesinthe  
networkdecreasesbythenumberofpathsconnectingthe  

deletednodeswitha1lothernodes，P（n－P）＋p（p－1）／2＝  

P（2nTP－1）／2・Thusthefollowingholds・  

p（2れ－p－1）  
訂（〃】p）＝1－   

（13）  
乃（和一1）   

DeletingpnodesfromthenetworksN＝（竹E）suchas  
昂n，仲㌦，andCm，minimumoftheconnectivityfunction  

is obtained as fbllows．  

Theorem4 The followlngSholdfor the graphs Ph，  

仲㌦，andGれ．  

㍍（彷㌦，p）＝ ㍍（島l，p）  （14）   

恥p）＝（左（㍍＿1，p＿1）芸；去 （15）  

5．Application   
Thequantitativeevaluationmethodproposedinthis  
PaPer for measurlng the connectedness ofaglVen net－  

WOrk can be applicable for measurlng the strength of  
thb connectedness fbr the actual（1if61ine〉network struc－  

turedsystemslikeelectricity，gaS，WaterSuPPly，rOadand  
informationcommunication．Namely，When somecom－  

ponents ofthe network structured system become un－  

・aVailableafterbreakingdown，WetrytOmeaSurequan－  
titatively the stable connectedness of the network and 
evaluatehowitchanges．   
We wi11present somenumericalresults on the pro－  

POSedmethodsappliedtoactualnetworksandcompare  
thepropertyofedgedeletionconnectivityfunctionand  

nodedeletionconnectivityfunction．   
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p（2乃－p－1）  
㍍（Ⅳ，p）≦1－   （10）  

m（れ－1）   

Therefbre，WeObtainthefbllowlngtheoremregardingas  
Whethertheequalityholdsornotintheaboverelation．  
Theorem Deleting p nodes from the network N＝  
（t（E），thenecessaryandsufncientconditionforthere－  

1ation  
p（2γい－p－1）  

（11）  ㍍（Ⅳ，p）＝1－   
乃（れ－1）   

toholdisthat theresultingnetwork with n－PnOdes  
Obtainedafterdeletingpnodesisconnected・   
Toprovetheabovetheoremweneedtoshowthatthe  
di鮎renc？between・the totalnumberofpathsbetween  
any two nodes and the number of paths decreased by 
deleting nodesis glVen by the numberofpathsin the  
resultingconnected network consisting ofn－PnOdes・  
Actua11ywecanshowthefo1lowlngrelationholds．  

乃（乃－1）p（2和一p－  1）（乃－p）（れ  －クー1）  
（12）  

2  2  

Therefbre，We Can Show that deleting p nodesin the  
COnneCtednetworkN＝（VE）｝theresulting 

． 

delet．ion rule．   

Node deletionrule  

l．Delete the node when there exists anode with de－  

greel・   

2．When thereis no node with degreel，delete the  

nodewithsmallestdegree，Whichisnotanisthmus．  

Iteratingthe above twosteps，Wealwaysobtainacon－  
nectednetwork．Thusweobtainthefollowlngtheorem・  
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