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Lを最小元0，最大元Zをもつrankedposetとして、かつ0≠Zとる。Lの特徴多項式、β－不変量は  

dp（エ；入）   

＝∑〃（0，霊）九回   （1）  p（い）＝∑〃（0， ∬）入相）坤），β（エ）＝－  

∬∈エ  

で定義される（［3，5］）。ここでpはLのM6biusfunction，hはheightfunctionである。これから、マト  

ロイドの特徴多項式p（£（〟）；入）、β一不変量β（£（〟））が定義できる。これらをp（〟；入）、β（〟）と書くと、  

p（叫入）＝ ∑∴棚（軋ズ）入γ（β）ィ（ズ），β（叫＝ ∑∴槻（¢，ズ）γ（ズ）  （2）  

ズ∈エ（〟）  ズ∈エ（財）  

ここで、rはMのランク関数、FLMは束L：（M）のM6bius関数とする。マトロイドの特徴多項式、β－invariant  

について以下が成立することは、良く知られている。  

（I）BooleanExpansionsをもつ。   

（II）Deletion－ContractionRuleをみたす。特に、マトロイドが直和分解されるときは、特徴多  

項式は対応した因子の積になる。  

（ⅠⅠⅠ）Whitney－Rotaの公式が成立する：  

E上の任意の線形順序wから定まるbrokencircuitに対して、どのbrokencircuitも含  

まないような集合の全体のなす単体的複体をbroken－CircuitcomplexBC（M，W）と呼ぶ。  

fLがcomplexBC（M，LJ）の（i－1）一次元面の数を表わすとき、マトロイドMの特徴多項  

式に対して次のWhitney－Rotaの公式が成立する（Rota［3］）。  

？、  

p（彿入）＝∑（－げ九人r‾豆  

宜＝0  

凸幾何の束Ⅸから定義される特徴多項式とβ－invariantを、P（Ⅸ；入）とβ（Ⅸ）とすると、  

p（Ⅸ；入）＝∑楯（¢，ズ）人世トIAl，β（Ⅸ）＝∑槻（¢，ズ脾l  
一方∈K ズ∈濫  

マトロイドの性質（Ⅰ），（ⅠⅠ），（ⅠⅠⅠ）が、以下のように凸幾何（β，Ⅸ）においても相似に成立する。  

（3）   

（4）  
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Theoreml（Booleanexpansions）  

p（Ⅸ；入）＝∑（－1）lAl入l町l叫A）l＝ ∑（－1）lAl入㈲」刷，  

A∈2月： A∈2β  

β（Ⅸ）＝∑（－1）彗助（A）l＝∑（一1凹α（A）ト  

AE2E2E A∈2β  

Theorem2（Direct－Sumfhctori2；ationanddeletion－COntraCtionrule）   

（1）（β，Ⅸ）がloop一正eeでかつ、Ⅸ＝Ⅸ1（DⅨ2と非自明に直和分解されるとすると、  

p（Ⅸ；入）＝p（Ⅸ1；入）p（Ⅸ2；入），－  β（Ⅸ）＝0・  （7）  

（2）e∈βがコループでかつ且＼e≠¢のとき  

p（Ⅸ；入）＝－p（Ⅸ／e；入）＋入p（Ⅸ＼e；入）， β（Ⅸ）＝－β（Ⅸ／e）＋β（Ⅸ＼e）・  （8）   

凸幾何におけるW享1itney－Rotaの公式‥ 凸幾何のサーキットCは、Ex（C）＝C＼eをみたす元e∈C  

をuniqueにもつ。このeを根rootと呼び、C＼eを茎stemと呼ぶ。凸幾何で、Stemを含まないよう  

な集合の全体のなす単体的複体をstemcomplexSF（Ⅸ）と呼ぶことにする。fi＝L（X∈SF（旺）：lXI＝  

豆）1（乞＝0，1，…，れ）によってβダ（Ⅸ）の仁vectoり＝（ん…，ん）を定めると、  

Theorem3 p（Ⅸ；入）を凸幾何（E，K）の特徴多項式、f＝（h，…，h）をstemcomplexSF（Ⅸ）ゐ  

f－VeCtOrとすると、  

Tl  

p（Ⅸ；入）＝∑（－げ九人几一塩  

宜＝0  

（9）   

β一不変量について補足すると、アフィン点配置A⊆Rdの凸幾何では、そのβ一不変量の絶対値博（Ⅸ（A））l  

がAの内点の数に一致することが、EdelmanandReiner［1］、Klain［2］によって独立に証明されている。   
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