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集合β＝＝（（町り）l勒≠0，祝五∈ぴ，り∈V）と定め  

る．枝はAの非零要素を表す．   

各頂点に高々一つの枝が接続している枝集合をマッ  

チングそして全ての頂点に接続している時を完全マッ  

チングという．正方行列Aに対し，C（A）が完全マッチ  

ングを持つ時，かつその時に限りAが項別正則である．   

G（A）の枝（町γj）を勒＞0ならば明からりへ，  

α肌＜0ならば逆に向き付けを行った有向二部グラフ  

β（A）がPfa鮎nという性質を満たす時，かつその時  

に限りAは符号正則である．Robertson，Seymourand  

Thomasは，無向二部グラフがPfafnanとなる向き付  

けを持つか判定する多項式時間アルゴリズムを与えた  

【3］．このアルゴリズムは有向二部グラフがPfa恥nか  

判定する問題に簡単に拡張可能である［5］・   

3 対称行列のグラフ構造   

まず準備として，項別正則な対称行列Aに対応する  

二部グラフG（A）：＝C（U，V；且）の構造を調べる・項別  

正則性からC（A）は完全マッチング〟を持つ．枝集合  

ズ⊆引こ対し，ズの転置ズ丁：＝（（祝j，γ五）怖豆，り）∈  

ズ）を定義する．すると対称性より完全マッチング〃の  

転置凡才丁は完全マッチングであり，サーキットC⊆且  

の転置CTはサーキットである．CTとCが等しい時  

対称なサーキットと呼ぶ．両端点がサーキットC上に  

ありCに含まれない枝をCの弦と呼ぶ．この時次の定  

理が成り立つ．  

定理1項別正則な対称行列Aに対し，C（A）は以下の  

いずれかの条件を満たす．〟はG（A）の完全マッチン  

グとする．  

（1）・∃α五五≠Os・t・］〃，（叫h机）∈〟・  

（2）・］勒≠坤≠J）s・t・］叫（恥リブ），（り，γ宜）∈〟・  

（3）．C（A）は弦を持たない対称なサーキットの直和・  

略証：C（A）が条件（3）を満たさないならば，（1）又は  

（2）を満たすことを示す■項別正則なのでC（A）は完  

全マッチング弧と鳩‥＝〟Jを持つ．〟1は条件  

（1），（2）を満たさないとしてよい・すると〟1∪爪先は  

サーキットCた（1≦た≦p）の直和集合であり，対称性か  

ら］CJ⊆〟1∪〟2，∀Cた⊆〟1∪鳩を満たす・Cたが  

対称ではないならば，〟′‥＝〔〟1＼（CJn凡才1）】∪（CJn  

皿 はじめに   

社会現象を線形方程式で定式化する時，選好順序や  

係数の正負などの大小関係は容易に知ることができる  

が，係数の数値化が困難である場合が多い．このような  

定性的情報のみ与えられている状況で解析を行うため  

には，係数行列が要素の絶対値によらず正則（符号正則  

性）かどうかを知る必要が生じる［2，4ト この符号正則  

性を判定する問題の計算複雑度は長い間未解決であっ  

たが，1999年にRobertson，SeymourandThomasに  

よって多項式時間解法が示された【3ト本研究では，こ  

の結果を用いて，符号対称行列のSylvester符号指数を  

決定する多項式時間アルゴリズムを提案する．   

m次対称行列Aに対し，正の固有値の数，負の固有  

値の数，ゼロの固有値の数をSylvester符号指数と呼び，  

各々γ＋（A），γ＿（A），γ0（A）とおく．符号指数は合同変換に  

よって不変な値である（Sylvesterの慣性則）．つまり  

対称行列Aを適当な正則行列gによって，   

gTA5－＝diag（1，…，1，－1，…，－1，0，…，0），  

という対角行列に変換したときの1，－1，0の個数がそれ  

ぞれ符号指数に対応する．   

結論として，項別正則な符号対称行列に対しては，  

対称行列が符号正則であるとき，かつそのときに限り，  

Sylvester符号指数を行列要素の符号情報のみから効率  

的に求められる．一方，項別正則ではない符号対称行  

列に対しては，符号指数を決定できない事を判定する  

問題はNP完全である．   

2 行列と二部グラフ   

行列の正則性の組合せ的な概念として，項別正則を  

定義する．行列Aの行列式の展開項で非零なものが存  

在する時，Aは項別正則であると言う．正則な行列は  

項別正則である．   

また，行列Aが符号正則であるとは，detAを展開  

したときの各項が全て同符号であることを言う．この  

とき，Aと同じ符号を持つ行列は要素の絶対値によら  

ず全て正則であるといえる．   

柁次正方行列Aで表現される二部グラフC（U，Ⅴ；且）  

を，頂点集合U：＝（祝い…，祝n），V‥＝（γ1，‥・，γm），枝  
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几先）のようにマッチングを入れ替えると，〟′は条件  

（2）を満たす．よってCた＝CJ・条件（3）を満たさな  

いという仮定から，C（A）は，（i）］（祝わγJ）¢〟1∪〟2，  

祝宜∈∂Cた∩打，り∈∂qnV，または（ii）］（町Uj）¢  

〟1∪爪先，祝意∈∂Cた∩こ／，り∈∂CたnVを満たす■（i）  

を満たすならば，（祝宜，り），（uJ，γ豆），CJ，Cた上を通るサー  

キットでマッチングを入れ替えると条件（2）を満たす．  

（ii）を満たすならば，（陥り）を通るCた上のサーキット  

でマッチングを入れ替えると条件（2）を満たす・ □   

4 符号正則な対称行列の符号指数  

補題1符号正則な対称行列Aに対し，定理1の条件  

（1）を満たすならば，（1）を満たす宜行乞列を除いた行  

列をA′として，次式を満たす．  

理1の略証と同様に鳩∪凡打上のサーキットを見つ  

け完全マッチングを更新していくことで，補題2，3よ  

り符号指数を求められる．サーキットの探索一回は高々  

0（m）の計算量であり，一度の更新で少なくとも2行2  

列減らせるので反復回数は高々0（m）回である．  

定理3符号正則なれ次対称行列に対し，符号指数は，  

行列要素の符号情報のみからの0（れm）の計算量で求め  

られる（mは行列の非零要素の数）．   

6 一般の対称行列の符号指数   

対称行列Aが項別正則ではないとする．もしAが  

符号正則である主小行列A′（大きさrankA）を持つなら  

ば，rO（A）＝和一rankAであり，残りの指数は4節と  

同様の議論より求まる．よってA′が存在するかどうか  

判定する問題の複雑性を考える．一方，以下の定理が  

Klee，LadnerandManberによって証明されている［1］・  

この結果を元に，次の定理5が成り立つ．  

定理4・（Klee，LadnerandManber［1】）  

れ×（m＋「γ11／た1）行列（た∈N）が行フルランクではない  

事を符号のみから判定する問題は，NP完全である．  

定理5項別正則ではない対称行列に対し，符号指数を  

行列要素の符号のみから決定できないことを判定する  

問題は，NP完全である．  

（γ＋（A′）＋1，γ＿（A′））（ifα露＞0）  

（γ＋（A′），γ＿（A′）＋1）（ifα最＜0）．  
（γ＋（A），γ＿（A））＝  

補題2符号正則な対称行列Aに対し，定理1の条件  

（2）を満たすならば，（2）を満たす（五，力行（豆，刀列を  

除いた行列をA′として，次式を満たす．   

（γ＋（A），γ＿（A））＝（γ＋（A′）＋1，γ－（A′）＋1）・   

補題3符号正則な対称行列Aに対し，C（A）が弦を持  

たない対称なサーキットならば，れは奇数であり，γ＝  

（m－1）／2とすると符号指数は次式を満たす・  

〈．‾‾二・．  参考文献  

［1］V・Klee，R・Ladner，and R・Manber：Sign－  

SOlvability revisited，Linear A19ebrtL Appl．，59，  

pp131－158，1984．   

【2］K．Lancaster：Thescopeofqualitativeeconomics，  

月帥豆el〟げβcoγ乙0γ托豆c5■ねd豆eβ，29，pp99－132，1962．   

［3］N・Robertson，P・D・Seymour，andR・Thomas‥  

Permanents，Pfafnan orientations，and even di－  

rected circuits，Ann・Maih・，（2）150，nO・3，  

pp929－975，1999．   

【4］P・A・Samuelson：Fbundations qf Economics  

Analys官S，Harvard U．P・，1947；Atheneum，New  

York，1971．  

［5］Ⅴ．V．Vazirani，M．Yannakakis：Pfa鮎norien－  

tations，0－1permanents，and even cyclesin di－  

rectedgraphs，DiscreteAppl．Math．，25，pP179－   

190，1989．  

（ifsgndetA＝（－1）r）  

（ifsgndetA≠（一1）r）・   
（γ＋（A），γ＿（A））＝  

以上の補題から，Aが符号正則ならば，定理1より  

符号指数を求めることができる．一方，もし符号正則で  

ないならば行列式で異なる符号の展開項が存在し，そ  

の値を変化させることで符号指数は変化しうる．よっ  

て符号指数を決定できない．   

定理2項別正則な対称行列に対し，もし符号正則なら  

ば，かつそのときに限り，符号指数が行列要素の符号  

のみから決定可能である．  

5 アルゴリズム  

与えられたm次対称行列Aが符号正則かどうかの判  

定は，［3］のアルゴリズムを用いて0（れ3）で可能である・   

対称行列Aが符号正則とする．この時，まず対角成  

分に対応する枝の本数を最大にする完全マッチング爪ぬ  

を求めると計算量は0（mm）である．〟d上の対角成分  

については補題1より符号指数が定まる．さらに，定  
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