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単調ブール関数の双対化問題について   
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0（偽），あるいは，1（真）の値をとる変数を命題  

変数とよぶ．ブール関数Jとは，・n個の命題変数  

£1，訂2，．．．，∬れの値に応じて0，あるいは，1の値を  

とる関数，すなわち，J‥（0，1）れ →（0，1）であ  

る．ブール関数Jが単調であるとは，任意のベクトル  

γ，Ⅷ∈（0，1）叩がγ≦wをみたす（すなわち，り≦叫，  

J＝1，2，…，m）とき，J（γ）≦J（ひ）が成立すること  

をいう．良く知られているように，この単調関数は，  

以下のような単調な（否定の記号を用いない）論理積  

形で記述することができる．  

甲＝ ∧（∨∬宜），  
β∈g豆∈β  

ただし，ど⊆2（1，…叶たとえば，甲＝（∬1V∬2）（∬2V  

∬3）（諾1V£3V∬4）（∬2V£3V諾4）は，単調ブール関数を  

表現している．このpをよく見ると，4番目の節（論  

理和）（∬2V£3V∬4）を除いてもよいこと，すなわち，  

pと〆＝（∬1V£2）（元2V∬3）（∬1V訂3V∬4）が等価で  

あることに気が付く．これは，pをみたすべクトルは，  

必ず2番目の節（∬2V£3）を満たすので，自動的に4  

番目の節も満たされるからである．単調論理積形にお  

いて，このような冗長な節を取り除いたものを主論理  

積形とよぶ．単調ブール関数においては，この主論理  

積形は一意であることが知られている．   

ブール関数Jの双対Jdとは，  

Jd（∬）＝ 子持）   

と定義される．たとえば，上記のpで表現される関数  

の双対は，中＝（∬1V£2）（∬1V∬3）（∬2V諾3）（∬2V∬4）  

と表される．   

本論文では，以下に示す単調ブール関数の双対化問  

題について紹介する．  

ムなど様々な分野に現れる問題と計算量的に等価であ  

ることが知られている（例えば，【1，2，3，4，5】）．   

この単調双対化問題の出力サイズは，入力サイ  

ズの指数オーダになる場合がある．例えば，入  

力中 ＝ ∧た1（∬。∨肌）に対する出力は，ゆ ＝  

∧霊㌣誓｝（∨た1Z亀）であり，lゆl＝2●p■となる・こ  
のような問題（列挙問題とよばれる）は，通常，入力  

と出力の両方のサイズを基準に評価され，近年盛んに  

研究されている．ここで紹介する単調双対化問題は，  

列挙分野の中心的な問題であり，上記に示すように応  

用分野の広さなどから古くから理論と応用の両面から  

盛んに研究されている．しかしながら，未だに出力多  

項式（すなわち，入出力長の多項式）時間で計算可能  

であるかどうか分かっていない（【5，6，13］）．このこと  

は，［5，8，9，11，13，14】などの解説論文，計算量理論  

における未解決リストからもよく分かる．   

現時点においては，FredmanとKhachiyanによる  

Ⅳ0（logⅣ／loglog〃）時間アルゴリズムが最速である【7ト  

ただし，Ⅳ＝lpl＋l朝．このことから，単調双対化問  

題に対応する非双対性判定問題（すなわち，与えられ  

た2つの単調な論理積形pとゆが〆≠ゆであるか  

どうか判定する問題）は，NPに属するが，NP一因難  

ではなさそうであることが分かる．1   

上記に示すように，FredmanとKhachiyan［7】は，  

計算時間を用いることで，非双対性判定問題がNP一因  

難でないという（ある意味での）根拠を与えた．一方，  

［6］では，非双対性判定問題が0（log2N／loglogN）個  

の非決定性ビットを用いることで解けることを示し，  

非決定性ビット長を用いることでNP一困難でないとい  

う根拠を与えている．   

また，理論と応用の両観点から論理積形甲の様々な  

部分クラスに対して，出力多項式時間で双対化可能で  

あることが示されている．たとえば，各節の長さがた  

以下である論理積形た－CNFや，各変数が高々た回だ  

け現れる論理積形readヰCNf、は，たが定数であれば，  

出力多項式時間で双対化可能である［3，4〕．   

しかしながら，これらの結果の多くは，対象となる  

単調双対化問題  

入力：単調ブール関数Jの主論理積形p．  

出力：Jの双対関数Jdの主論理積形ゆ．   

単調双対化問題は，データベース理論， 機械学習，  

データマイニング 人工知能，数理計画，分散システ  
1ほとんどの計算盈理論の専門家によって，P≠NPのように，準  

多項式時間で解ける問題は，NP一因難ではないと信じられている．  
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部分クラスに対して個別に議論しており，必ずしも適  

応範囲が広くなかった．【12］では，最大潜伏魔の概念  

を提案することで，幅広い部分クラスで出力多項式時  

間で双対化可能であることを示している．例えば，2一  

単調，マトロイド，部分△一関などの部分クラスが効  

率良く解けることを示している．さらに，このアルゴ  

リズムを用いることで，ほとんどすべての単調論理積  

形が出力多項式時間で双対可能である，という確率的  

な性質も示されている【15］．   

また，【6］では，JohnsonとYannakakisとPapadim－  

itriouの2－CNFのクラスに対する単調双対化アルゴ  

リズム［10］を拡張することで，一般の単調論理積形に  

も適用可能なアルゴリズムを開発している．このアル  

ゴリズムの適用範囲は非常に広く，それまでに提案さ  

れていた多くの肯定的な結果を改善している．これら 

の改善は，非退化，read－た，非閉路，限定木幅などの  

クラスに及ぶ．   

今後の課題は，理論面では，単調双対化問題の正確  

な計算量を求めることである．もちろん出力多項式時  

間アルゴリズムの開発ができればよいのであるが，未  

だに非双対性判定問題がcoNPに属するかどうか分  

かっておらず，Pには属さないと信じている研究者も  

多いのが現状である．また，P困難であるかどうか，  

あるいは，NPには属するが，PやNPCに属さない  

と信じられている他の問題，例えば，グラフ同型性判  

定問題などとの関係も分かっていない．   

本稿では，紙面の都合上，単調双対化問題の応用，  

および，アルゴリズムの実験的解析に関する解説は省  

略したが，これらも盛んに研究が行われている．今後，  

さらに実用的なアルゴリズムを開発することが応用上  

重要な課題である．  
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