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母集団を想定したAHPにおける  

誤差不等分散の場合のウエイト推定法と比較対選択法の提案  

筑波大学 高橋磐郎TAKAHASHIIwar  

HRR株式会社組織行動研究所 ＊沖嘉訓OKIYoshinori  

本稿では比較対毎に含まれる誤差が，確信度のように  

評価者の主観的な特性に起因するものではなく，主に各  

比較対に固有のものであると捉える別のモデルを提案  

する．また，その場合に必要となる誤差分散の推定方法  

と，不完全情報A．HPの比較対選択問題への適用につい  

ても合わせて提案する．  

1 はじめに  

AHPのウエイト推定法としては固有ベクトル法，対  

数最小二乗法がよく知られている．このうち，対数最小  

二乗法では，比較対象要素壱とjを比較した値鞘につ  

いて，モデル式毎＝功一句＋占よj，∑迄＝171五＝0を想定  

し，行列を用いて表現した次式に対して最小二乗法を適  

用して也の推定値を求める．ここで，ゑ＝log∬，mは比  

較対象要素の数，gは全ての要素が1で長さがmのベク  

トルである．  

d＝方正＋占，（ただし，gT－1＝0）．  （1）  

m＝4の場合の例を下に示す．   

2 評価者母集団を想定したモデル   

評価者の無限母集団Pを想定し，Pから無作為に取  

り出したサンプル〃について以下のモデルを考える．  

頼）＝ガ坤）＋～，JT坤）＝0．  （2）   

†1（〃）と～に関する仮定として，  

叫句＝0，呵壷（レ）占】＝0   

に加えて，仮定2）を誤差不等分散の場合に拡張した仮  

定2），  
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ところで通常，最小二乗法では次のことが仮定される．   

仮定1）均司＝0   

仮定2）呵占占T】＝J2∫  

これらの仮定は，誤差の期待値が0であること，各比較  

対に含まれる誤差の分散が等しいこと，異なる比較対毎  

の誤差が無相関であることを表している．上記の仮定の  

元で，線形モデル（1）による†1の最小二乗推定量は不偏  

であり，推定値の分散を最小にすることが知られている．   

しかし，AHPにおいて全ての比較対に含まれる誤差  

の分散が等しいという等分散性の仮定は，やや強いもの  

であり，現実的ではないケースも少なくないと思われる．   

村山ら【2】は，比較対毎に含まれる誤差分散が回答の  

確信度の逆数に比例するとの仮説に基づき，重み付き最  

小二乗法（一般化最小二乗法）を用いて，誤差不等分散  

に対応した正を推定することを提案している．  

呵＝T］＝n＝  

汀ご．‥．′‖  

を導入する．   

上記のモデルにおいて，もしnが既知であれば（2）の  

両辺に左からn－1／2を乗じた  

nrl／2ゐ（レ）＝n‾1／2（ズ坤）＋占）   

は，元の仮定2）を満たす．従って～T五（レ）＝0の元で上  

式に最小二乗法を適用し，  

［n叫2（d（車坤））］T卜1′2（d（小叫））］   

一入gT坤）  
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？1の推定値の分散を最小にする比較対の組み合わせ（デ  

ザイジと呼ぶ）を示した．しかし，誤差等分散の仮定が  

崩れている場合には，最適なデザインは誤差等分散の場  

合とは異なったものとなる．ここでは，nが既知の場合  

に対応したデザイン選択の基準と，最適デザインを近似  

的に求めるためのいくつかの算法を示す．   

比較対の選択基準としては，Miyake，eまαg・［1］と同様，  

71の推定値の分散を用いる．推定値の分散が大きいこと  

は，推定結果が不安定で推定精度が低いことを示すから，  

これをできるだけ小さくすることが望ましい．誤差不等  

分散の場合の71の推定値の分散の和は，∑迄1V［ぢ‘一転］  

に，（3），（2）を順次代入して整理し，  

γと  

ダ［ズ，n〕＝∑Ⅴ匝元一転］＝  

ま＝1   

tr（ズTr2‾1ズ＋J）‾1ズTr2－1ズ（ズTn‾1ズ＋ノ）‾1  

と表すことができる．回答する比較対の数mが与えら  

れたとき，ズのm本の行ベクトルから構成した行列を  

ズ＊，対応する誤差分散行列をn＊とし，ダ［ズ＊，n＊］を最  

小にするズ＊を求める．   

＜MinimalErrorVariances法＞  

各比較対に含まれる誤差の分散（nの対角成分）の小さ  

い順にm個の比較対（ズの行）を選ぶ．ここで，ズ丁ズ＊  

の宜行j列成分が－1の場合に枝i－jが存在するような  

グラフを考える．このグラフが連結でなければ71の推定  

値を求めることができない．非連結の場合には，ズ．に  

含まれる比較対の誤差の総和ができるだけ小さくなるよ  

うに工夫しながら適宜比較対を入れ替えて，グラフが連  

結になるようなズ＊を構成する．   

＜M111tipleCyclewithMinima］Errors法＞  

mが要素数陀のc倍（cは自然琴）のときに，グラフが全  

てめ比較対象要素を通るc個の閉道（サイクル）を構成  

し，かつ誤差分散の総和ができるだけ小さくなるような  

ズ＊を求める．  

を各パラメータで偏微分して0と置いた式を解いて得  

られる五（〃）の推定量  

品（レ）＝（ズTn‾1ズ＋ノ）‾1ズTn‾1ん（〝）（3）   

は最小分散線形不偏推定量である．入はラグランジュの  

未定乗数，Jは全ての成分が1．のmx犯行列である．  

3 誤差分散の推定   

nは一般には未知のパラメータだが，予備調査などに  

よって同一の比較対のセットに関して繰り返し実施され  

たデータが多数存在する場合には，以下の方法でデータ  

から（2）におけるnの推定値白を得ることが可能であ  

る1（3）のnの代わりに白を用いれば，ウエイトめ推定  
値を算出することができる．   

＜STEP－1＞  

母集団Pから無作為に取り出した標本レ（1．，2，…，  

s）の同一の一対比較対のセットに対する回答データベ  

クトルをα（〃）とする・誤差等分散の仮定のもとで，克（〝）  

を推定した場合の残差ベクトルの平方の平均値  

丁  

β＝王室（ゐ（レト00）（ゐ（レ）一瑚）  

の対角成分をnの初期推定値白1（非対角成分は0）とし  

STEP－2へ進む 

＜STEP－（p）＞（p≧2）  

STEP－（p－1）で嘩定したOpTlの対角成分diagOp－1を  

nの推定値として用いた場合のβの対角成分をnpとす  

る．maxldiagnp－diagOp＿11≦△ならば，自＝Op  

として推定を終了する（△は微小な非負の値）・それ以  

外の場合は，p＝p＋1としてこのステップを繰り返す．  

4 不完全情報AHPの比較対選択   

比較対に対する回答の一部が欠測である場合を不完  

全情報ケースと呼ぶ．■比較対象要素が多数存在する場合  

には，評価者が回答すべき比較対が膨大になることがあ  

る．これを避けるために一部の比較対について初めから  

欠測として，回答する比較対を減らす方法が提案されて  
いる．Miyake，Ctal・［1］は，比較対毎の誤差が等分散で，  

回答する比較対の数を要素数の2倍に設定したときに，  
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