
1－F－5  日本オペレーションズ・リサーチ学会  

2004年秋季研究発表会  

ゲームプットオプションの解析的性質について  

02202983 南山大学  

02203113 南山大学  

01202653 南山大学  

＊瀬古進  SEKOSusumu  

鈴木淳生 SuzuKIAtsuo  

澤木勝茂 SAWAKIKatsushige  

となる．  

注1売り手がキャンセルしないのが最適であるとき  

（J＝∞），ゲームプットは，買い手のみが権利行使で  

きるアメリカンプットに退化する．売り手はキャンセ  

ルしないのが最適であり（げ＝∞），かつ買い手は満期  

まで権利行使しないのが最適ならば（T＝r），ヨーロ  

ピアンプットに退化する．   

本研究では，ゲームプット，アメリカンプット，永久  

ゲームプットおよび永久アメリカンプットの価格を比  

較して考える．アメリカンプットの価格をVα（∬，りと  

すると，   

Vα（£，り＝Sup割e‾巾‾t）（∬－ズT凸ズt＝∬］  
丁∈右T  

である．ただし，丘はリスク中立測度βの下での期待  

値である．最適な停止時刻は   

げ＝inf（丁≧壬‥Ⅴα（ズT，T）≦（∬一方丁）＋）∧r  

で与えられる．Ⅴα（∬，りは連続で，∬と壬に関して非  

増加であり，∬について凸である［1］．またVα（∬，りは   

Vα（∬，t）≧（∬－エ）＋，∀（諾，り∈R＋×【0，ア］  

を満たし，停止領域5αと継続領域Cαはそれぞれ  

ざα ＝（（諾，壬）‥Ⅴα（∬，壬）＝（∬－∬）＋）  

Cα ＝ （（∬，t）：Ⅴα（∬，り＞（∬一諾）＋）  

で与えられる．さらにアメリカンプットの最適行使  

境界を埠とすると，埠はfについて非減少であり，  

1im±→r∬㌢＝打を満たす．   

次の定理はゲームプットの無裁定価格であり，［2］に  

よって与えられた．  

定理（K脆r）ゲームプットの価格V（ご，りは  

V（x，t）＝inf supJf：（cr，T）  
J∈右丁丁∈苅T  

＝ 
T。 

で与えられる．ただし，   

榊，T）＝坤‾巾＜丁‾叫Jフ丁脾t＝諾］  
であり，最適な停止時刻は  

α芸＝inf（J≧壬‥Ⅴ（XJ，げ）≧（∬一方J）＋＋∂）∧ア  

イ＝inf（T≧f：V（ズ丁，T）≦（∬一方T）＋）∧r  

で与えられる．  

1 はじめに  

本研究では，ゲームプットオプションの解析的な性  

質について言及する．【3］は危険資産価格が権利行使価  

格に達したとき，売り手は権利行使するのが最適であ  

ることを推測している．我々は永久ゲームプットの結  

果【4】からそれを解析的に導出する．また，ゲームプッ  

ト価格が分解できることを述べる．   

2 最適停止問題としてのゲームプット  

取引期間を有界な閉区間【0，ア］とし，危険資産と無  

危険資産の2種類の資産が取引される資産市場を想定  

する．無危険資産の価格をβtとすると，β£は  

dβt＝γβ土dt，β0＞0，γ≧0   

となる．ただし，γは無危険利子率であり，定数とす  

る．危険資産の価格をズtとすると，ズtの挙動はリス  

ク中立測度βの下で確率微分方程式  

√／．＼’′＝J・．＼■J・J／；一打．＼■′（J‖’′   

にしたがうとする．ただし，Kは危険資産価格のボラ  

ティリティであり，定数とする．確率過程（砺：0≦  

壬≦r）は確率空間（n，7，（苫）t≧0，β）上で定義される  

標準ブラウン運動である．また，危険資産からの配当  

はないものとする．   

ゲームプットオプションとは，満期までの任意の時  

刻において，オプションの売り手は契約をキャンセル  

することができ，買い手は権利を行使することのでき  

る契約である．任意の時刻壬において，買い手が権利  

を行使する前に売り手がキャンセルしたとき，売り手  

は買い手に（〃－ズ土）＋十∂を支払わなければならない．  

Jは売り手が契約を早期にキャンセルすることによる  

ペナルティであり，∂≧0である．売り手がキャンセル  

する前に買い手が権利行使したときには，売り手は買  

い手に（∬一方t）＋だけ支払う．ただし，売り手と買い  

手が同時に権利行使したとき，買い手の権利行使が優  

先されると仮定する．時刻壬からrまでの停止時別の  

集合を了諒とする．売り手の停止時刻をJ，買い手の  

停止時刻をTとすると，ゲームプットのペイオフは  

月（打，T）＝（（∬一ズ。）＋＋∂）1（グ＜，）＋（∬一方丁）＋1（丁≦J）  
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が成立する．ざらに壬∈一（d，r］のとき，V（∬，り＝  

Vα（ご，りが成立する・∂＞Ⅴα（∬，f）のとき，d＝0  

となり，すべてのtでギ＝¢となり，ゲームプット  

はアメリカンプットに退化する．  

定理5  
∂Ⅴ  

＝‾1  

が成立する．  

定理6ゲームプットの価格は  

Ⅴ（諾，壬）＝Ve（∬，t）＋e（∬，ま）－C（∬，壬），  

e（∬，ま）＝堆叫叫ズ甜車ヰ  
c（∬フt）＝畔－γ（叫（芸…一芸（町β）  

3 ゲームプットの解析的性質  

ゲームプット価格は  

（∬－∬）＋≦Ⅴ（∬，り≦（∬－∬）＋＋∂  

を満たす＊1．売り手の停止領域5A，買い手の停止領域  

5βおよび両者の継続領域Cはそれぞれ  

5A＝（（諾，f）：Ⅴ（∬，t）＝（〝－∬）＋＋∂）  
5β＝（（∬，壬）‥V（諾，f）＝（∬一諾）＋）   

C＝（（∬，壬）‥（∬－∬）＋＜Ⅴ（ご，り＜（〃－∬）＋＋∂）  

となる．ゲームプットとアメリカンプットの各領域の  

時刻までの切り口をそれぞれ5ヂ，ギ，Ctおよびギ，  

C㌢であらわす．例えば，5ヂ＝（∬‥（諾，f）∈βA）であ  

る．また，時刻亡における買い手の最適行使境界をげ  

とする．以下の補題は定理4を証明するために用いる．  

補題（KiihnandKyprianou）1）V（x，i）は連続で  

あり，∬に関して非増加，まに関して非増加である．  

2）Ⅴ（£，f）は∬について凸関数である・  

補題2ゲームプットⅤ（∬，t），アメjノカンプット  

Vα（∬，f），永久ゲームプット1ん（∬），永久アメリカン  

プット1霊（∬）は次の関係を満たす・  

Ⅴ（∬，t）≦Vα（∬，壬）≦1霊（∬），∀（∬，り∈R＋×［0，T］，   

Ⅴ（∬，壬）≦1も（諾）≦1悠（£），∀（∬，f）∈R＋×［0，rト  

さらに  

ギ⊇ギ⊇ざ£，∀f∈［0，r］  

β㌔⊆ざ£，∀t∈［0，r］  

が成立する．  

補題31）ギ＝［0，∬ぎ］が成立する．∬ぎはtについ  

て非減少であり，1iIn土→告げ＝∬を満たす・アメリカ  

ンプットの最適行使境界を埠とすると，ぜ≧埠が  

成立する．  

2）d≡Sup（±≧Ol∂≦Ⅴα（∬，f））とする・壬∈［0，d］  

ならば，5ヂ＝（∬），エぎ＞埠となる・t∈（d，r］なら  

ば，5ヂ＝¢，げ＝埠となる・またま∈（d，r］のと  

き，Ⅴ（£，亡）＝Ⅴα（∬，壬）が成立する・  

3）t∈［0，d］のとき，Ct＝（諾㌘，∬）∪（∬，∞）であり，  

t∈（d，T］のとき，Ct＝（∬ぎ，∞）である・  

定理41）埠≦げ≦打力二っ1imt→アニぎ＝∬を満  

たす非減少関数（∬ヂ，f∈［0，r］）が存在して，  

5β＝（（∬，壬）∈R＋×［0，申0≦∬≦£ぎ），ギ＝［0，エア］  

である．  

2）  

れ｛（瑚：榊恥ギ＝ げ）っ…≡粒，翠］  

dエ誓（∬）lズt＝諾  

のように分解される．ただし，Ve（諾，t）はヨーロピア  

ンプットの価格であり，e（∬，り≧0とc（∬，f）≧0はそ  

れぞれ早期行使プレミアムと早期キャンセルディスカ  

ウントであり，エ苦（∬）は点∬におけるズtの局所時  

間である．  

注7アメリカンプットの早期行使プレミアムをeα（∬，f）  

とすると，壬∈［0，d］のときe（∬，士）＞eα（∬，ま）となり，  

t∈（d，r］のときe（∬，り＝eα（∬，壬）となる・   

4 数値例  

発表当日に提示する．   

5 まとめ  

本研究では，時刻dまで売り手の最適行使境界が存  

在し，それが権利行使価格と等しいことを示した．買  

い手の最適行使境界はアメリカンプットの最適行使境  

界よりも常に上にあることも示した．また，ゲームプッ  

ト価格が分解できることを示した．   
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