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3 分枝限定法   

分枝限定法では，一部の変数の0－1割当を固定  
することで元の問題を再帰的に部分問題に分割し，  

そのすべてを解くことで等価的に元の問題を解く．  

アルゴリズムの様子は探索木で表され，各節点は部  
分問題を表す．以下では，た番目に生成された節点  

を魚と記す（た＝1，2，…）．   

分枝限定法では，各部分問題に対して，下界値テ  
ストを行う．下界値テストとは，  

エβ（為）＝島の非充足節の重み和の下界値  

打β＝暫定解における非充足節の重み和  

に対して，ぴβ≦上β（島）ならば部分問題凡を終  

端できるというものである．なお，暫定解は，探索  
申に得られた最良の解を示す．   

Uβについては，任意の解の目的関数値が最適値  
の上界となるため，まず最初に，局所探索法を用い  

て近似解を求め，その目的関数値を上界の初期値と  
した．これにより，分枝限定法の初期の段階から下  

界値テストの効果を上げることができる．   

3．1下界値エβ（鳥）の新しい計算法   

まず，準備として，含意⇒について述べる．含  
意とは，αならばぁということを示す論理式であ  

り， 

＿ 

次に，与えられたm個の節Cに対して一つの  
グラフを定義する・まず，リテラル∬J，豆J（J＝  
1，2，…，れ）に対応する2m個聖節点を用意し，各節  
（α∨わ）に対応して，（豆，わ）と（わ，α）の2つの有向辺  
を張る（これら2本の辺について，一方の辺を他方  
ク辺の双対な辺と呼ぶ）・これらの辺は，a⇒わと  

わ＝＞αに対応している．単一リテラル節cに対し  
ては，辺（e，C）を張る．各辺には対応する節の重み  

を与える．   

このグラフには以下の重要な性質がある．ある  

変数∬に対して，∬と虎を含む閉路が存在する場  
合，その閉路を構成する辺に対応する節の全てを  
同時に充足することはできないというものである．  
以下，このような閉路を矛盾閉路と呼ぶ．   

グラフ中に矛盾閉路が存在するとき，その中に少  
なくとも’一つ充足できない節が存在する．その節  
の重みは，矛盾閉路を構成する辺の重みの最小値以  

1 はじめに   

MAX－2－SATは，与えられたn変数m節に対し  

て，充足節の重みの和を最大（すなわち非充足節の  
重み和を最小）にする変数の割当を求めるという最  

大充足可能性問題（MAX－SAT）において，各節の  
サイズを2以下に限定した問題をいう．やはりNP  
困難であることが知られている．MAX－2－SATに  
対しては，これまでに様々な近似解法が提案されて  

きたが，近年では，分枝限定法を中心とする厳密解  
法についても関心が集まっている．   

従来の研究では，非充足節の重み和に対する下  
界値の優れた計算方法がなく，多くの分枝操作を  
行って探索木を展開せざるをえなかった．本研究  
では，下界値を求める新しいアルゴリズムを提案す  
る．このアルゴリズムは，同時に充足できない節の  

集合を2－SATのアルゴリズム川に基づいて特定  
し，それらの節の重みの最小値を下界値に加算する  
という考え方に基づく．この方法により，従来の方  

法に比べて，分枝限定法における探索木の節点数を  
大幅に減らすことに成功し，計算時間を短縮できる  
ことを計算実験によって確認した．   

2 問題定義   

0－1変数∬jとその否定豆ゴ（j＝1，2，…，m）を総  
称してリテラルと呼び，いくフかのリテラルの論理  

和を節と呼ぶ．MAX－2－SATでは節に含まれるリ  
テラルの数は高々2である．1つのリテラルからな  
る節を特に単一リテラル節と呼ぶ．   

乃変数の値のある割当に対して，節qの論理式  
の値が1となる時，その割当は節Gを充足すると  
いう．また，各節Gには正の重み勒が与えられ  
ている・m個の節の琴合をC＝（Cl，C2，…，〔㌦），  
重みベクトルをひ＝（ぴ1，W2，…，ぴm）と記すと，  
MAX－2－SATは以下のように定式化される．  

MAX－2－SAT  

入力：m変数よりなるm個の節Cとその重みベク  
トルⅦ  

出力：非充足節の重み和を最小にするm変数への  

0－1割当  
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上である．矛盾閉路が複数個存在する場合には，そ  
の間路上の各辺（およびその双対辺）の重みから閉  

路上の最小重みを減じる（重みが0になった辺はグ  

ラフから消去する）という操作を反復適用すれば，  
引かれた最小重みの和を下界値エβ（島）として利  

用できる．本研究では，このアイデアに基づいて，  

辺の本数が少ない矛盾閉路を見つけては，その最小  
重みを加算することで下界値を得ている．   

3．2 下界値計算の改良   

MAX－2－SATに対して作られたグラフでは非充  
足節が存在することと矛盾閉路が存在することは  

同値である．このことから，MAX－2－SATは，対応  
するグラフから辺を抜く（双対な辺も同時に抜く）  

ことで存在する全ての矛盾閉路を消去するとき；  

抜く辺の重みの和を最小化する問題と解釈できる．  
この考え方に基づくと，MAX－2－SATは，閉路を要  
素，節を要素集合に対応させて，集合被覆問題とし  
て記述できる．   

このアイデアによってMAX－2－SATを厳密に解  

くためには，矛盾閉路を全て列挙する必要がある  
が，閉路数は指数オーダーになり得るため，現実的  
でない．また，集合被覆問題もNP困難である．一  

方，矛盾閉路の一部に基づいて定義した集合被覆  
問題の最適値は，非充足節の重み和に対する下界  
を与える．そこで，一部の矛盾閉路に基づく集合被  
覆問題の線形計画緩和問題を解くことにし，閉路  
はGilmoreとGomoryの列生成法［3］と同様のア  
イデアに基づいて，線形計画緩和による下界値を改  
善するのに必要なもののみを逐次追加するという  

方法を採った．   

4 計算実験   

計算実験は，PC（PentiumIIIIGHz，1GBmem－  
ory）上でC言語を用いて行った・用いた問題例は，  
BorchersとFurmanによるベンチマーク問題の一  

部である［2］．これらの問題例では変数の数が全て  
100で，重みが全て1となっている．以下では，3．1  
節の下界値計算法を用いた分枝限定法のアルゴリ  

ズムをBfLGと記し，3．2節の下界値計算法を用い  
た分枝限定法のアルゴリズムをBB＿Sと記す．   

文献［4］（ZSM と記す）およびCPLEX9・0  
（CPLEXと記す）を比較対象として計算実験を  
行った．ZSMは従来の分枝限定法のアルゴリズム  
であり一，CPLEXは整数計画法に基づく分枝限定  
法の汎用アルゴリズムである．ZSMとCPLEXの  

実験環境は，提案手法の実験に用いた計算機より  
2，3倍程度速い．   

表1に結果を示す．この表において，mは問題  
例の節数である．また，nOdeは分枝限定法の探索  
木の節点数，timeは計算時間で，単位は秒である．  

表1：実験結果  

ZSM CPLEX  BB＿G  BB＿S  

m time node time node time node time  

200 0．53  5 0．04   10．28  1 1．52  

300 7．67   148 0．18 1151．04  1  2．17  

400 172  4179 2．90 2113．19  5 14．72  

500  57689 47．3 2959 61．4  31 200．46  

600  1029295105510921 266 1151583．28   

まず，BB＿Gにおいて，探索木の節点数はCPLEX  
に比べて大幅に減少しており，計算時間において  

も，実験環境の差を考慮に入れると，他の3手法よ  
り大幅に優れていることが分かる．   

一方，B】〕＿Sでは，探索木の節点数が他のどの手  
法よりも少ない．計算時間については，実験環境  
の差を考慮に入れると，mが小さい問題に対して  
は，ZSMより優れており，CPLEXよりやや劣る．  
しかし，m＝600の大規模な問題例に関しては，  
BB－Sが優れて∨、る・   

5 まとめ   

本研究では，MAX－2－SATにおいて，分枝限定法  
による厳密解法を構成し，その中で，グラフを用い  
て非充足節の重みの下界値を求める2つの方法を  
提案した．代表的なべンチマーク問題に対する計  
算実験の結果，探索木の節点数を大幅に減らすこと  
ができ，また，計算時間においても従来の方法より  
短い時間で計算が終了することを確認できた．   
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