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総頂点間短縮経路長を最大にする完全K分木への1辺追加  

浮田 清 SAWADAKiyoshi   

という関係が成り立つ．月ガ（Ⅳ，エ）を最大にするエは  

エ＊去0であることから，総頂点間短縮経路長を最大  

にするのは，根の異なる部分木の頂点間に辺を追加す  

る場合である．さらに，式（1）を最大にする探さⅣ＊  

に関して次の定理が得られる．   

定理1  

（i）打＝2のとき，ガ＝1，2ならばⅣ＊＝1，ガ≧3  

ならばⅣ＊＝2である．  

（ii）∬≧3とき，Ⅳ＊＝1である・   

3．祖先子孫間への辺追加   

高さガの完全∬分木の，深さ〃（〟＝0，1，…，ガー  

2）の頂点と，その子孫である深さⅣ（Ⅳ＝〟＋2，〟＋  

3，…，ガ）の頂点との間に1辺を追加する場合に，総  

頂点間短縮経路長を最大にする頂点深さの対（〟，Ⅳ）＊  

を求める．   

総頂点間短縮経路長をぶ2，〃（叫Ⅳ）とすると，  

g2，ガ（〟，Ⅳ）  

＝叩－Ⅳ）〈岬卜叩－〟－1）〉  

×（Ⅳ－〟－1）＋Ⅳ（ガーⅣ）   

L1 

×〈町，岬－〟刷，＋1〉  
豆＝1  

×（Ⅳ－〟－2豆一1）   

＋〈岬卜岬－〟－1）〉  

し雪芦」－1   

× ∑ 〈（∬－1）岬－Ⅳ＋豆－1）＋1〉  
豆＝1  

×（Ⅳ－〟－2豆一1）  

L箪芦ト2   

＋ ∑〈（∬－1）叩－〟一宜－1）＋1〉  
l＝1  

し当半トー1   

× ∑ 〈（∬－1）岬－Ⅳ・仁1）＋1〉  
J＝1  

×（Ⅳ－〟－2豆－2ゴー1）  
（3）  

と定式化される．ただし，し・」は・を超えない最大の  

整数を表す．また，ここでもⅣ（九）（九＝0，1，2，‥・）  
－1  

は高さ九の完全〝分木の頂点数を表し，∑・＝0・  
宜＝1  
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1．はじめに   

本研究では，高さガ岬＝1，2仁…）の完全∬分木  

（〟＝2，3，・‥）に1辺追加する場合に，総頂点間短縮  

経路長を最大にする辺の位置を求める．   

完全∬分水の2頂点机とり（宜，ブ＝1，2，・‥，（∬〃＋1  

－1）／（∬－1））の間の最短経路の長さをg亀，jとすると  

（ただし，～i，j＝～j，i，毎＝0），∑杓g壱，ブは総頂点間経  

路長を表す．また，1辺追加後の2頂点机，り間の最  

短経路の長さをg；，jとすると，g盲，ゴーヱ；，jは辺追加により  

2頂点間の最短経路の長さがどれだけ短縮されたかを  

表す．ここでは，これを2頂点間の短縮経路長と呼ぶ．  

さらに，全頂点間の短縮経路長の総和∑盲＜j（～j，ゴーJ；，j）  

を，総頂点問短縮経路長と定義する．  

2．深さ同一頂点間への辺追加   

高さガの完全打分木の，同じ深さⅣ（Ⅳ＝1，2，…，  

ガ）の2頂点間に1辺追加する場合に，総頂点間短縮  

経路長を最大にする追加位置を求める．   

根の異なる部分木の頂点間に辺を追加するときの総  

頂点間短縮経路長方岬（Ⅳ）は，  

β1，ガ（Ⅳ）   

＝〈叩－Ⅳ）〉2（2Ⅳ－1）＋2岬－Ⅳ）  

」Ⅴ－1   

宜＝1   

jV－2   

×∑〈（∬－1）Ⅳ岬一夏一1）＋1〉（2乞－1）  

＋∑〈（∬－1）叩一乞－2）＋1）  

亘：＝1  

も  

×∑〈（∬－1）岬－Ⅳ＋ゴー1）＋1〉   

J＝1  

×（2宜一2J＋1）  
（1）  

と定式化される．ただし，Ⅳ（ん）（ん＝0，1，2，…）は高  
一1  

さんの完全∬分木の頂点数を表す・また，∑・＝0，  
宣＝1  

0 ∑・＝0と定義する・  

i＝1   

深さエ（エ＝0，1，2，…，Ⅳ－1）の頂点の異なる部分  

木の頂点間に辺を追加した場合の総頂点間短縮経路長  

を兄∬（Ⅳ，エ）とすると，  

鮎（Ⅳ，エ）＝gl，〃一上（Ⅳ－エ）   （2）  

－60－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



0 ∑・＝0と定義する・  

五＝1   

凡才を与えた場合の総頂点間短縮経路長を最大にす  

る頂点深さ・Ⅳ＊に関して次の定理が得られる．   

定理2  

（i）〝＝2のとき，ガ≦2〟＋5ならばⅣ＊＝〃＋2，  

ガ≧2〟＋6ならばⅣ＊＝凡才＋4である．  

（ii）∬≧3とき，Ⅳ＊＝〃＋2である．   

さらに，総頂点間短縮経路長を最大にする頂点深さ  

の対（叫Ⅳ）＊に関して次の定理が得られる・  

定理3  

（i）∬＝2のとき，ガ＝2，3，4，5ならば（叫Ⅳ）＊＝  

（0，2），ガ≧6ならば（〟，Ⅳ）＊＝（0，4）である．  

（ii）〝≧3とき，（〟，Ⅳ）＊＝（0，2）である・   

4．祖先子孫間以外の異なる深さの頂点間へ  

の辺追加   

高さガの完全∬分木の，深さエ（上＝0，1，2，…，ガー  

1）の頂点の異なる部分木の，深さ〟（〟＝エ＋1，エ＋  

2，‥・，ガ）の頂点と，それより深い深さⅣ（Ⅳ＝〟＋  

1，〟＋2，…，ガ）の頂点との間に1辺追加する・   

こり場合の総頂点間短縮経路長を∫3，〃（ム，叫Ⅳ）と  

すると，次のように定式化できる．   

ぶ3，ガ（エ，〃，Ⅳ）   

＝ Ⅳ岬－〟）Ⅳ岬－Ⅳ）（〟＋Ⅳ－2エ⊥1）  

〟－エー1   

＋Ⅳ岬－Ⅳ）∑〈（∬－1）Ⅳ岬－〟＋宜－1）   

＋1〉（机Ⅳ一－2宜－1）  

＋Ⅳ（ガー〟）   

Lレ1 
×〈（∬－1）叩－Ⅳ．宜－1）＋1〉  

宜＝1  

×（〃＋Ⅳ－2上・－2豆一1）  

ド青空」－1   

＋岬一呵 ∑ 〈（∬－1）  
宜＝1   

×Ⅳ岬－エー」－1）＋1）（Ⅳ－〟－2乞－1）   

＋〈Ⅳ（均一2Ⅳ伸一エー1））  

しぢ芦」－1   

× ∑〈（∬）叩－Ⅳ＋豆－1）・1〉  
五＝1  

×（Ⅳ一〟－2戌－1）   

L㌔坐ト2  

＋ ∑ 〈（打－1）Ⅳ岬－Ⅳ＋豆－1）＋1 
五＝1   

〉  

L㌔半トー1  

× ∑ 〈（〃－1）岬－レクー1）＋1〉  
J＝1  

×（Ⅳ－〟－2乞－2ゴー1）  

（4）   ＋鞄（エ，凡才，Ⅳ）・  

ただし，鞄（エ，叫Ⅳ）は，Ⅳ＝〟＋1のとき，  

鞄（エ，〟，Ⅳ）  
凡才ーエー2  

＝ ∑〈（∬－1）叩－〟・豆－1）＋1 
乞＝1   

）  

し竿‾乞‾1 

×〈（∬－。Ⅳ（…＋ゴー1）  
j＝1   

＋1〉（〟・Ⅳ一2エー2豆－2クー1）， （5）  

Ⅳ≧凡才＋2のとき，  

鞄（エ，〟，Ⅳ）  

＝岬－Ⅳ）〈叩）－2岬 

×（Ⅳ－〟－1）  

〟－エー1   

＋∑〈（∬－1）Ⅳ岬－〟＋乞－1）＋1）  

豆＝1   

L｛1 

×〈町，叩－Ⅳ＋j－1）  
ゴ＝1   

＋1〉（〟＋Ⅳ－2エー2乞一2j－1） （6）  

である．また，ここでも，L・」は・を超えない最大の  

整数を表し，Ⅳ（ん）（九＝0，1，2，…）は高さ九の完全  
－2 －1  

∬分木の頂点数を表す・また，∑・＝0，∑・＝0，  
五＝1  五＝1  

0 ∑・＝0と定義する・  

豆＝1   

総頂点間短縮経路長g3，ガ（エ，．〟，Ⅳ）の解析結果につ  

いては，発表時に報告する．   
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