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ピラミッドグラフの最短経路について  
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のとき隣接する．また，0≦g＜㍑番目のメッ  

シュの各頂点（恒凋）はg＋1番目のメッシュ  

の4頂点（g＋1；2∬，2y），（g＋1；2∬＋1，2y），（g＋  

1；2∬，2封＋1），（g＋1；2∬＋1，2封＋1）と隣接する・  

ここで自然数mはピラミッドの高さである．   

g≧1番目のメッシュの各頂点γ＝（恒用）  

の親は  

坤）＝ト1；L芸」，L芸」）  

であり，1≦豆≦g代上の先祖は  

P㈲＝ト豆；し芸」フL芸」）  

である．  

1 はじめに  

単純で規則的なグラフは，それ自身の性質を  

求めることが簡単なため，多くの応用で利用  

されている．例えば，メッシュ，木，ハイパー  

キューブ，コーダルリングなどは，何千個もの  

プロセッサ（PE芋prOCeSSingelement）を用いる  

並列計算（massivelyparallel）でよく用いられ  

ている．並列計算ではグラフの頂点がプロセッ  

サでグラフの辺が通信路を表す．一般に，これ  

らのグラフの直径や連結度を求めることはあま  

り難しくない．また，最短経路の計算やフォー  

ルトトレランスを考えたりすることも簡単な  

場合が多い．   

ここでは，ピラミッドグラフの最短経路を  

解析的に解くことを考える．ただし，既にこ  

の研究は他の研究者HDS［1］により行われてお  

り，内容的に新しいものではない．ここでの成  

果はわずかなもので，HDSがアルゴリズムの  

形で5つの経路に限定したのに対し，ここで  

は1つに絞っただけである．  

3 2頂点間の距離   

同一メッシュ〟上の2頂点γ＝（恒Ⅶ），U′＝  

（g；∬′，y′）を考える・このメッシュ内で最短の距  

離は明らかに  

d〟（γ，γ′）＝l∬－∬′l＋lツー封′l   

である．また，その距離で結ぶ最短経路の1つ  

を鞄（γ，γ′）と書く．しかしながら，この距離  

はピラミッドグラフ全体で考えれば，最短と  

は限らない．両者のピラミッドグラフ全体の最  

短経路をP（γ，U′），その距離をd（γ，γ′）と書く・   

おおざっぱに言えば  

d〟（P（γ），P（γ′））  

2 ピラミッドグラフの定義   

記号はHDSに従う．ピラミッドグラフは階  

層構造を持ち1つの完全4分木と1つ以上の  

メッシュからなる．自然数g≧0に対して，こ  

のg≧1番目のメッシュは頂点集合   

（（g；∬，扇lO≦∬＜2～，0≦y＜2～）  

をもち，同一メッシュ上の2頂点（～；∬，封），  

（g；∬′，封′）は  

l∬－£′l＋l封－y′l＝1  
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なので，1つ上のメッシュを通れば，距離が半  

分になる．しかし，1段上がって1段下がるの  

で，その分，距離が2増える．だから，同一メッ  

シュ〃上の2頂点γ＝（Z；∬，y），γ′＝（g；∬′，y′）  

の最短経路は，ある程度ピラミッドを登り，そ  

この高さのメッシュを横断し，また，元の高さ  

のメッシュに戻ってくるのが最短である．   

以上のことから最短経路 P（γ，γ′）が  

鞍（γ，γ′）でない場合，直感的に  

P（γ，γ′）＝（γ，P（γ），P2（γ），…，P宜（γ））  

ll‰（P乞（γ），P忌（明）  

11（P壱（γ′），…，f）2（γ′），P（γ′），γ′）   

となる1≦豆≦gが存在することが理解でき  

る．ことで，記号＝ま経路の連接を表す．   

問題は，1段上のメッシュに登るかどうかで  

ある．また，登るなら何段登ればよいかである．   

最初の問題を考える．d〟（P（γ），P（γ′））の式  

を利用する．  

d〃（γ，γ）＝奇数ならば  

d〟（γ，γ′）  d〃（P（γ），P（γ′））＋2   

2，3   
2   2，3，4   

3   3，4   

4   3，4，5   

5   4，5   
6   4，5，6   

7   5，6  

表1：登るべきか  

次に，登るなら何段登ればよいかを考える．  

式（1），（2）より  

d凡才（γ，γ′）－2  d〟（γ，γ′）＋2  
≦d凡才（P（γ），P（γ′））≦  

2  

が成り立つが，  

いると   

これを1＜た＜～回繰り返し用  

d〟（γ，㌦）＋2  
－2≦d〟（Pた（γ），Pた（明）  

2た  

d〟（γ，γ′）－2  
＋2  

2た   

となる．  

定理3．1（－森）．  

た＝「1g  
d〟（γ，γ′）＋2  

d几パー叩′ト1  

2  

d由ル′）＋1  

2  

d〟（P（γ），P（γ′））＝  （1）  

のとき  

2≦d〟（Pた（γ），Pた（明）≦7．   

よって，d〟（叫祝′）≦7となる2頂点叫祝′間  

の最短経路P（叫祝′）が既知とすれば，任意の  

P（γ，γ′）が定まる．m≧gとして，祝がm番目  

のメッシュ上の頂点で，γ′がg番目のメッシュ  

上の頂点であればγ＝Pm‾g（祝）として  

P（叫ル′）＝（叫P（祝），P2（u），…，γ＝げ（γ，γ′）．  

d〟（γ，γ）＝偶数ならば  

d爪オ（町ル′）－2  

2  

d几由′）  

2  

d財（γ〆）＋2   

d〃（P（γ），P（γ′））＝  （2）  

これより表1が得られる．   

以上のことより，一般には上のメッシュ  

に登ったほうが近道であるが，d〟（γ，γ′）が  

小さくなってくると，表1の指針に従って  

d〟（P（γ），P（明）＋2を計算して登るかどう  

かを決めればよい．明らかに，d凡才（γ，γ′）＜  

d〃（P（γ），P（明）＋2ならば，これはd〟（γ，γ′）≦  

4でしか起きないが，この場合，登らないのが  

最適である．  
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