
日本オペレーションズ・リサーチ学会  

2004年秋季研究発表会  

1－B－10  

計算グラフと分枝限定法を利用した大域的最適化－2  

（株）数理システム ＊逸見 宣博 HENMINobuhiro  
01701240（株）数理システム  山下 浩  YAMASHITA Hiroshi   

●ア＝¢ならば停止．（亨＝＋∞ならば問題（Co）に  

は許容解が存在しない．烹＜＋∞ならば雷が最適解，誉  

が最適値となる．）  

ステップ2．（部分問題選択）アの中から問題を一つ選  

び，それを（Gた）とする・ア＝ア＼（（Cた））・  

ステップ3．緩和問題（Cた）を定義し，それを解いて最適  

解£た，最適値九を求める．   
●（分枝停止）許容解がないか，尤≧万一eならば  

ステップ1へもどる．   

●蒼た∈ズたならばステップ4へ．   

●斎た≠ズたならばステップ5へ・  

ステップ4．   

●（分枝停止）ふ（£た）≧万一〔ならばステップ1へ  

もどる．   

●（上界値更新）ふ（斎た）＜富ならば芝＝ふ（宕た），雷＝  

£たとする．  

ステップ5．（分枝）（Cた）の子問題を作り，アに加え  

る．ステップ1へもどる．  口   

上界値として部分問題の局所最適界が利用できる．  

3．緩和問題   

問題を  

最小化 J（諾），£∈Rm，  

1．はじめに   

本発表では，問題：  

最小化 J（∬），£∈ズ0⊂Rれ   （Co）   

の大域的最適解を数値的に求めるためのアルゴリズムと  

その実装について述べる．問題の形式を特に限定しない  

で大域的最適解を得るアルゴリズムの構築が目的である．  

アルゴリズムの基本的アイディアについては［1，2］で発  

表されているが，ここでも簡単に解説する．本方法は  

（i）元の問題を計算グラフによって表現して凸緩和問題  

を生成する．  

（ii）上記の凸緩和問題を空間的に分割することによって  

部分問題を生成して，分枝限定法のアルゴリズムを適用  

する．  

という二つの基本的ブロックから成っている．   

問題（Co）の緩和問題を  

最小化 允（∬），∬∈万0⊂Rれ  （Co）  

とする．凸緩和問題は次の性質を持っている．  

（i）（q）が許容解を持たないとき，（Co）も許容解を持  

たない．  

（ii）（Co）の最適値をぷとしたとき，（Co）の最適値J＊  

とはぷ≦J＊の関係がある・   

問題の制約領域ズ0が部分領域ズ1，ズ2，…に分割さ  

れたとき，それらに対応する問題：  

仇⊥≦飢（£）≦飢び，豆＝1，…，m  

∬エ≦∬≦諾u  

（1）  条 件  

と書く．有界な領域を扱うために，変数に対する（有界  

な）上下限が常に存在することを前提とする．本発表で  

は凸緩和として線形計画緩和を採用する．したがって以  

下では，連続な非線形関数である目的関数J（諾）と制約  

条件鋸≦飢（∬）≦鋸再＝1，…，mの線形計画緩和につ  

いて考える．   

問題が計算グラフの形に表現されているということ  

は，すべての計算過程が2項演算（例：£×y），単項演  

算（例：∬2），関数評価（例：Sin（∬））の素過程の連なり  

として表現されていることを意味する．以下では，その  

ような計算グラフを利用した緩和問題の生成について述  

べる．£1，…，諾れの任意の関数Jの計算法が計算グラフ  

で与えられているとする．計算グラフの各ノード（1項  

あるいは2項演算の結果）に中間変数勘叶1，‥・，諾叫p を  

最小化 J（∬），∬∈ズた⊂Rm   

を子問題という．子問題（Cた）の緩和問題を  

最小化 尤（諾），£∈育た⊂Rれ  

（〔J人・）  

（Cた）  

と定義する．  

2．分枝限定法  

【1］のアルゴリズムの記述に一部誤りがあったので以  

下で再掲する．  

［アルゴリズム］  

ステップ0．富＝＋∞，ア＝（（Go）），亡＞0．  

ステップ1．   

●ア≠¢ならばステップ2へ．  
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設定する．関数Jの計算は  

Ⅷ ＝ α×（£×y）  

Ⅷ ＝ α×（£÷y）  

ぴ ＝ α×（∬＋y）  

ぴ ＝ α×（£－y）  

問題の中に現れる表式が領域の境界近くで非常に大きな  

値を取ることがある．（このような領域に近似反復解が  

（積）近づくことは，通常の局所的最適化法では起こらない．）  
（商）なるべくタイトな線形緩和を求めるために部分領域の端  

（和）点での接線の情報を利用することが多いが，そうすると  

接線の傾きが非常に大きな値を持ち，得られる線形計画  

緩和問題が悪条件になり，意味のある解を得ることが困  

難になる．このような状況では，タイトな緩和を諦めて  

矩形領域で近似することが良い方策となる．  

（4）要素的式の発散の問題 上記の問題と類似である  

が，問題の中に現れる各種表式の中にたとえば1／諾や  

tan£などのように有界な点でも無限大の値を取ること  

がある．そのような点の周辺の領域を自動的に排除する  

ような手続きが必要になる．  

5．数値実験   

現在，実際の応用に基づいた問題，大域的最適化の  

各種テスト問題（［3］），HockandSchittkowski全問題な  

どをテストの対象にして実験を行っている．詳細は当日  

報告するが，以下に幾つかの結果を示す．使用計算機は  

PentiumIVl．5GHz，1GBメモリ．OSはRedhatLinux  

7．分枝限定法の停止条件は，「緩和問題の最適解の（元  
の問題に対する）制約侵犯が10‾8以下になるまで」と  

している．  

・ReactorNetworkDesign（6変数，5制約，双1次，  

平方根など）  

（差）  

ぴ ＝J肌C（∬），J肌C（∬，y）  （関数）   

などの演算の連鎖となる．ここで，ぴは中間変数，£と  

yは∬1，…，諾几のどれか，あるいは中間変数である．αは  

定数である．グラフの．トップは上記のⅧが関数Jとなっ  

た表式である．そして，すべての中間変数を最適化問題  

の変数として扱い，上記のような中間変数の定義式を等  

式条件として扱う．新たに定義された最適化の変数全体  

とその空間をz，RⅣとすると，問題（1）は  

最′J、化 zl， Z∈RⅣ，  
（2）   久 仙 Z宜＝九宜（z），乞＝1，・∴〟  

条 件  
ニ⊥≦ニ≦こLJ  

と書くことが出来る．関数九宜は上記の五つのタイプの  

どれかである．したがって，緩和問題の生成は制約条件  

zi＝ん宜の線形緩和となる．ここでは，具体例は省く．  

4．実装   

以下に実装に関する事柄の要点を幾つか述べる．  

（1）関数 モデリング言語SIMPLEで使用可能な関  

数の中で以下のものが現在使用可能になっている．すな  

わち，以下の関数を含む最適化問題に対して自動的に線  

形凸緩和が得られる．実用上重要な関数は峠ぼ網羅され  

ていると考えている．   

log，eXp，Sqrt，Cbrt，pOW，Sin，COS，tan，COt，   

Sinh，COSh，tanh，COth，ifelse，min，maX，   

fabs，Ceil，fl00r  

（2）分枝変数の選択 子問題（Cた）の緩和問題（Cた）を  

解いて，最適解2たが得られたとする．このとき，問題  

（2）の最適値の最小値を与える問題を分割する．変数  

zゎ豆＝1，…，Ⅳの中から以下のような基準を基にして分  

枝変数を選択する．  

（a）適当なタイミングで，変数の領域を2分する・元  

の領域巾に比べて現在の領域巾の減少度合いが少ないも  

のを選択．  

（b）「制約条件の侵犯」に最も寄与していると思わ  

れる変数：たとえば，Ⅷ＝エツという制約式の緩和条件  

の場合は，ll成一盆釧という量を変数叫∬，yの与える侵  

犯畳とする．すべての緩和制約条件の侵犯量を変数毎に  

足し合わせてスコア化する．  

（3）領域の境界近くでの数値的困難 本方法は，与えら  

れた領域の中で確実に大域的最適解を得るという目的の  

ために対象領域を有限なものに制限している．その際に，  

LP   最適値   単体法  時間（秒）   

28×36  －0．3746104606   18   0．02   

・SeparationNetworkSyhthesis（23変数，16制約，双  

1次など）  

LP   最適値   単体法  時間（秒）   

65 × 84  1．257359459   36   0・07   

・HS81（5変数，3制約，指数関数，5次多項式など）  

LP   最適値   単体法  時間（秒）   

56 × 73  0．05394983602  11092   33．14   

・HSlO4（8変数，6制約，実数べき乗，双1次など）  

LP   最適値   単体法  時間（秒）   

77 × 105  3．951163342  39228  135．25   
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