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凸2次関数の比の最大化問題の効率的解法に関する研究  
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∬（入）＝arg顆；入）  （5）  

としたとき、汀（入＊）＝0となる入＊≧0が存在する  

ならば、∬＊≡∬（入＊）が問題（1）の最適解である。   

定理2．関数訂（入）は入≧0で単調減少の凸関数で  

ある。  

以上により、問題（1）は単調減少凸関数汀（入）の  

打（入）＝0を満たす点を求める問題となる。ここで  

の困難は、（4）式で定義された打（入）が非凹型関数の  

最大化問題になることである。この間題の非凹型の  

ランクは行列Q一入Pの正の固有値の数となり、こ  

れが大きくなると計算がより困難になる。  

1 はじめに  

本研究は以下のような線形制約の下での凸2次関  

数の比の最大化に関する効率的な解法を提案するも  

のである。  

．∫・J、（ノ、′・＋√JT‾．∫・＋恥  
（P）l最大化拍）   

諾rP∬＋pr∬＋pO （1）   

l条件 A諾＝む，0≦諾≦α  

ここで則まmxmの対称な正定借行列、馴まれ×托  

の対称な非負定借行列、p、qはれ次元ベクトル、pO、  

伽は定数である。また、Aはmxれの行列、わはm  

次元のベクトル、αはれ次元のベクトルであり、  

ズ＝（諾∈見れIA∬＝わ，0≦∬≦α）  （2）  

は空ではない有界な空間とする。ここですべての  

諾∈Xで∬Tp諾＋pr∬＋pO＞0を仮定する。   

この分数計画問題はLoandMacKinlayによって  

1997年に決定係数最大化ポートフォリオ構築問題  

として定式化されたものであり、GotohandKonno  

によって2001年に厳密解法が提案されている。し  

かしながら、いまだ実用的な規模での最適化を行う  

には至っていない。   

そこで本研究は整数計画法とDinkelbachの解法、  

そして通常の局所探索法を組み合わせることで、実  

用的な規模の下で問題（1）を効率的に解くことに成  

功した。  

3 アルゴリズム   

3．1 非凹型2次計画問題の解法  

この節では問題打（入）の解法について説明する。は  

じめに関数ダ（∬；入）の2次の項を行列Q一入Pの固  

有値、固有ベクトルを用いて直交変換する。  

タ（z；入）＝ ZrOz＋（qr一入pr岬－1z  

＋（恥一入po）  

z ＝ エ）∬  

ここで0＝diag（β壱）であり、β豆はQ一人Pの固有  

値である。また、刀は各固有値の固有ベクトルから  

なる行列である。   

すると問題訂（入）は以下のように書き直すことが  

できる。  

2 基礎分析   

関数J（諾）をもとに以下のような関数を定義する。  

ダ（∬；入）＝（∬T（？∬＋ヴγ∬＋恥）  

一入（エアアズ＋〆∬＋po）（3）  

ここで入＞0である。次に以下の2つの定理を紹介  

する。  

定理1．  

最大化 タ（z；入）  

条件  Aβ‾1z＝わ，0≦β‾1z≦α  
（8）  

この問題は目的関数のβ五＞・0の部分が非凹型とな  

る。以下にこの問題を解くためのアルゴリズムを説  

明する。  
（4）  

－40－   

打（入）＝ダ匝；入）  
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60打（入た）を解き、その最適解を現とする。もし  

lダ（諾（入り，入た）l＜∂の場合には70へ。そうでなけれ  

ば 

（a）もし升（入た）＞どのときは入ヱ＝入たとして50へ。  

（b）もしl打（入た）l＜どのときは終了。  

（c）もし打（入た）＜－どのときは入W＝入たとして50  

へ。  

70∬（入た）を出発点として、局所探索で問題（1）を  

解く。  

アルゴリズム1  

100－1変数を用いて目的関数タ（z；入）の2次の項  

zTozに対し区間［z揖Z壱m］で区分線形近似を行う  

（図1）。  

20区分線形近似した問題を解き、その最適解をz＊  

とする。  

30近似誤差が許容誤差ど以内なら終了。そうでな  

い場合は40へ。  

40  

Ziβ＝（z壱たIz亀吉≦z；≦z五叶1，た＝1，2，…，m）   

となる区間βを選び、Z壱1‥＝Z壱ざ＿1、Z壱m：＝Z砧＋2と  

して10へ。  

4 計算機実験   

以上のアルゴリズムについて計算機実験を行った  

結果について説明する。実験を行った問題は以下の  

ようなものである。  

．∫・r（ノ．′・  

ユ：rf）1丁  

（P）l≡歪化  

J（∬）＝  
（9）  

∑ネ＝1，0≦∬≦0・1   

計算機環境はAthlonXP2000（512Mbyte，1．67GHz）  

であり、アルゴリズム1の部分にはCPLEX7．1、局  

所探索の部分にはNUOPT5．0を使用した。以下に  

局所探索を使用しない場合の計算結果を示す。ここ  

Ztき－1 Z亡ざ Z； zね＋1 Zゎ＋2   

図1．目的関数の区分線形近似  

3．2 問題（1）の解法   

次にアルゴリズム1使用した問題（1）の解法を説  

明する。  

r＼れ  30   50   100   200   

5   8．4   18．8   61．0  368．8   

10   8．6   24．0   76．0  447．0   

15   24．8  132．0  280．0  

20  118．6  258．6  2599．8  アルゴリズム2  

10汀（入）＞0となる入Jと訂（入）＜0となる人心を見  

つける。  

20行列P‾1（フの固有値を計算する。打（人心）を解  

き、升（入祝）＞－どならば終了。そうでなければ皇＝  

max（入′J（£（入祝）））とする。  

30βれ＿た＞去のときは入た＝βm－た、 そうでなければ  

入た＝立とする。  

40打（入た）を解き、その最適解を∬芸とする。もし  

lダ（£（入た），入りl＜∂の場合には70へ。そうでなけれ  

ば  

（a）もし汀（入た）＞どのときは入u＝入1，入J＝入たと  

して50へ。  

（b）もしl打（入た）l＜どのときは終了。  

（c）もし打（入た）＜一己のときは去＝J（∬芸）として  

30へ。  

5OIbarakiSearchにより入k＋1を決定。・  

表1‥計算時間（秒）   

でγは行列Qのランクであり、γが大きくなると非  

凹性のランクも大きくなるため問題が困難になる。   

表1より、ランクの低い問題であれば局所探索を  

使用しない場合でも実用的な時間で計算が終了して  

いることがわかる。当日の発表では局所探索を使用  

した場合の計算結果を示し、ランクが大きい場合の  

問題も解けることを実証する。   
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