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1 Introduction  

ThemarriaemOdelduetoGaleandShapley［2］  
and the asslgnment mOdeldueto Shapley and  

Shubik［4】are standardin the theory oftwo－  
Sided matching markets・We give a common  
generalizationofthesemodelsbyutilizingMb－  
COnCaVeutilityfunctionsandshowtheexistence  

Ofapairwisestableoutcomeinourgeneralmodel．  

Ourpresentmodelisafurthernaturalextension  

Ofthegeneralmodelexaminedinourprevious  

paper［1］・   

2 Mb－Concavity  

We brie且y explain the concept ofMb－COnCaVe  
functions（see【3］fordetails）・LetEbeanonempty  

finiteset，andlet Z and Rbethesetsofinte－  

gersandreals，reSpeCtively・WedenotebyZE  
theset ofintegervectorsこ訂＝（x（e）Je∈E）  

indexedbyE，Wherex（e）denotestheethcom－  

ponentofvectorx・AIso，REdenotesthesetof  
realvectorsindexedbyE．LetObeavectorof  

allzerosofanappropriatedimension．Fbreach  

e∈E，Wedenotebyxe the characteristicvec－  

torofedefinedby：Xe（e）＝1andxe（e′）＝0  
fore′≠e．Fbravectorp∈REandafunction  
f＝ZE→Ru卜∞），Wedefinethefunctionfb）］  
in∬∈Z丘7by  

J回（∬）＝J咋 ）＋∑p（e）∬（e）・  
e∈β   

We also define the set of maximizers of f on  

U⊆ZEandtheq脾ctivedomainoffby  

argmax（J（y）ly∈U）＝  

（∬∈町∀y∈U：J（∬）≧J（y）），  

domJ＝（∬∈Zβl拍）＞一∞）．  

Afunctionf：ZE→Ruト∞）withdomf≠¢  
isca11edMb＿COnCaVeifitsatis丘esl  

（Mb）∀£，y∈domJ，∀e∈（り∬（乞）＞y（現，   

］e′∈（宜l諾（宜）＜y（宜））∪（0）：  

J（∬）＋J（y）≦J（∬－X。＋x。′）＋J（y＋xe－Xe′），  

whereOisanewelementnotinEandxo   

isazerovectorinZE．  

IffisMLconcave，thenfb］isalsoM虹concave  

branyp∈Rβ・  

3 ModelDescriptionn 

Weconsideratwo－Sidedmarketconsistingofdis－  
JOintsetsMandWofagents，inwhichanagent  

in M may be called aworker and onein W  

firm．Eachworkeri∈Mcansupplymulti－units  

Oflabortime，andeachfirm］∈Wcanemploy  

workerswithmulti－unitsoflabortime andpay  

asalarytoworkeriperunitoflabortimeifj  

hiresi・Weassumethateachpair（i，j）haslower  

andupperboundsonasalaryperunitoflabor  

time．Wewilldiscusspairwise stabilityinthis  

market，．   

Let E＝M x W，i．e．，the set ofallpairs  

（i，j）ofagentsi∈M andj∈W・AIso de－  

fineE（i）＝（i）×Wforalli∈MandE（j）＝  

Mx（j）for allj∈W・Denoting byx（i，j）  

the number ofunits oflabor time br which j  

hiresi，WerepreSent alabor allocation by vec－  

torx＝（x（i，j）l（i，j）∈E）∈ZE．weexpress  
lowerandupperboundsofsalariesbytwovec－  

tors互∈（Ru（－∞））且and扉∈（Ru（＋∞））且  

with7T＜有・Fbry∈RE and k∈MuW・  
Wedenotebyy（k）therestrictionofyonE（k）・  
Weassumethatautility（inmonetaryterms）of  
eachagentk∈MUWisdescribedbyafunction  
尤：ZE（k）→Ru（－∞），andfurthermore，that  
尤satisfiesthefo1lowingassumption：   

（A）dom尤isboundedandhereditary，andhas  

Oastheminimumpoint，  
1condition（Mh）isdenotedby（－Mb－EXC）in［3］．  
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wherehereditymeansthatfbranyy，y／∈ZE（k），  
0≦y′≦y∈domfkimpliesy′∈dom尤．   

Avectorx∈ZEiscalledajbasibleallocation  
ifx（k）∈domfkforallk∈MuW・Givena  
f6asibleallocationx，aVeCtOrS∈REiscalledan  
∬一COmpα如geβαgαr訂UeCわγif旦（豆，ゴ）≦β（豆，ゴ）≦  

万（i 

ifs（i，j）＝O for all（i，j）∈E with x（i，j）＝  

0・Wecallapair（x，S）ofafbasibleallocation  

x∈ZEandanx－COmpatiblesalaryvectors∈  
REanoutcome．Anoutcome（x，S）issaidtobe  
ノ＝／ノ川／′＝Jアイ／川／高J川／汁  

ム［＋β（乞）］（£（宜））＝ maX（現車（宜）］（y）ly≦∬（乞））  

（∀乞∈〟），（1）  

揖「5（J）］（∬（J））＝ maX（瑞－β（j）］（州封≦∬（J））  

（竹∈Ⅳ）・（2）  

Conditions（1）and（2）meanthateachagenthas  
noincentive to decreaselabor timefor the cur－  

rentsalaries・Fbrs∈RE，α∈R，i∈Mand  
j∈W，1et（s責了，α）bedefinedasthevector  

Obtainedfroms（i）byreplacingitsjthcompo－  
nentbyα，and（s63，α）besimilarlydefined・An  

outcome（x，S）iscalledpairw壱seunlstableifitis  

notindividually rationalor there existi∈M，  

ゴ∈Ⅳ，α∈［互（乞，ブ），和，J）］，y′∈Z勒）and  

y／／∈．ZE（j）suchthat   

£卜雪盲）］（∬（宜））＜ ム［＋（薙α）］（y′），（3）  
封′（乞，J′）≦ ∬（豆，j′）（∀ブ′∈Ⅳ＼ブ），（4）   

瑞一5（メ）】（諾（j））＜ 朗－（5乙ろ，α）】（y′′），（5）  

y′′（乞′，J）≦ ∬（豆′，J）（∀乞′∈〟＼戌），（6）  

y′（豆，j）＝ 封′′（乞，J）．  （7）  

Conditions（3）～（7）saythatiandjcanstrictly  
increase their utilities by concertedly changlng  

thecurrentsalaryandlabortimebetweenthem  

under t’he constraints that units oflabor time  

Ofthe other parts are notincreased．An out－  

COme（x，S）iscalledpairwise stableifitisnot  

pairwise unstLable．We alsoconsider astronger  

pairisestability・Wesaythatanoutcome（x，S）  

is pairWise quasi－unStableifitis notindividu－  

allyrationalorthereexisti∈M，j∈W，α∈  

［z［（i，j），万（i，j）］，y′∈ZE（i）andy′′∈ZE（j）satis－  
fying（3）～（6）（but not necessarily（7））・niv－  

ially，a palrWise unstable outcomeis pairwise  

qaSi－unStable・Anoutcome（x，S）iscalledpai－  

WWe Slrictly stableifitis not pairwise quasト  

unstable・Thus，anOutCOme（x，S）ispairwise  

Strictly stableifand onlyif（1）and（2）hold  
and br alli∈M，j ∈ W andα∈R with  

旦（豆，j）≦α≦有（豆，刃，  

帥幽 

（ 
（8）  

Or  

帥抽（J） 
′ 

（9）  

Note that anypalrWise strictly stableoutcome  

ispalrWisestable．   

TheconceptofpalrWisestabilityinourmodel  

COincides，inspecialcases，Withthoseinthemar－  

ragemodelduetoGaleandShapley［2】，theas－  

SlgnmentmOdelduetoShapleyandShubik［4］，  

and soon．   

Thefo1lowlngtheorem statesthat the exis－  

tenceofapalrWisestrictlystableoutcome，and  

hence，the existence of a palrWise stable out－  

come，1SCertifiedbyMb－COnCaVeutilityfunctions・  

Theorem3．1FbrMb－COnCaVe舟nctions尤（k∈  
〟∪Ⅳ）5α桓伽乃タ（A）αmdわrαggγeCわγβ旦∈  

（Ru（一∞））昂α乃d弄∈（Ru（＋∞））且び血生≦  

言．／／J川・＝・吊．ヾり／′－Jノ川｛＝／J・ノ川／い／－JJイ＝川／川J＝－・  

（∬，β），αれdんeγもCeク〃ほre e諾乞βねαpα宜rび戎βeβねわge  

O祝fcome．  
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