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1．はじめに   

本発表は，問題：  

最小化 J（ェ），ご∈ズ0⊂Rm   （Co）   

の大域的最適解を数値的に求めるためのアルゴリズムに  

ついて述べる．問題の構造を特に仮定しない場合，（一定  

の数値誤差の範囲内で）真の大域的最適解を確実にかつ  

高速に求めるためには，数値解法としては分枝限定法を  

利用するのが最も一般的であろう．本発表では  

（i）高速自動微分の機能を持つモデノング言語を利用す  

ることによって，元の問題の計算グラフによる表現から  

緩和問題の生成が一般的に可能になる．  

（ii）緩和問題の解法に高速な大規模凸計画問題ソルバー  

を利用することによって，分枝限定法のアルゴリズムが  

実用的な時間で実施できる．  

という二つの目論見を基本にした大域的最適化のアルゴ  

リズム開発について述べる．（【1，2，3］でも計算グラフが  

利用されている．）   

問題（Co）の緩和問題を  

最小化 ふ（ェ），エ∈雷0⊂Rn   （Co）   

とする．緩和問題は次の性質を持っているとする．  

（i）（Cd）が許容解を持たないとき，（Co）も許容解を持  

たない．  

（ii）（q）の最適解を雷としたとき，雷∈ズ0ならば雷は  

（Co）の最適値の上界を与える．  

（iii）（q）の最適値をぷとしたとき，（Co）の最適値J＊  

とはぷ≦J＊の関係がある．   

上記の性質を持つ緩和問題として，以下ではいわゆ  

る凸緩和問題を考える．問題の制約領域ズ0が部分領域  

ズ1，ズ2，…に分割されたとき，それらに対応する問題：  

最小化 J（ご），エ∈ズた⊂Rm   （Gた）   

を子問題という．子問題（Cた）の緩和問題を  

最小化 長（ご），エ∈育た⊂Rm  （Cた）   

と定義する．  

2．分枝限定法  

【アルゴリズム】  

ステップ0・亨＝＋∞，ア＝（（Co）），亡チ0・  

ステップ1．   

●ア≠¢ならばステップ2へ．   

●ア＝∽ならば停止．（苫＝＋∞ならば問題（Co）に  

は許容解が存在しない．苫＜＋∞ならば云が最適解，苫  

が最適値となる．）  

ステップ2．（部分問題選択）アの中から問題を一つ選  

び，それを（Cた）とする．ア＝ア＼（（Cた））．  

ステップ3．緩和問題（Cた）を定義し，それを解いて最適  

解言七，最適値尤を求める．   
●（分枝停止）許容解がなければステップ1へもどる．   

●£た∈ズたならばステップ4へ．   

●言た卓ズんならばステップ5へ．  

ステップ4．（分枝停止）   

●ム≧ラー亡ならばステップ1へもどる．   

●（上界値更新）尤＜亨ならば言＝Jた，雷＝£克とし  
てステップ1へもどる．  

ステップ5．   

●（分枝停止）尤≧亨－Lならばステップ1へもどる．   

●（分枝）九＜言ならば（Gた）の子問題を作り，ア  
に加える．ステ 口   

上界値として元の問題の局所最適界が利用できるが  

上記アルゴリズムでは省略してある．  

3．緩和問題   

問題を  

最小化 ／（ご），∬∈Rm．  

（1）条 件  
餌≦仇（ご）≦釦，豆＝1，…，m  
エェ≦∬≦芳U，エ∈∫  

と書く．有界な領域を扱うために，変数に対する（有界  

な）上下限が常に存在することを前提とする．集合gは  

整数条件などを表わす．集合5から生成される分枝操  

作と緩和集合は通常の整数計画問題と同様なので以下で  

は述べない．以下では，連続な非線形関数である目的関  

数J（ェ）と制約条件如≦飢（ご）≦釦，壱＝1，…，mの凸  

緩和について考える．得られる凸緩和問題の可能性とし  

ては，（i）一般の非線形凸計画問題，（ii）2次錘計画問題，  

（iii）凸●2次計画問題，（iv）線形計画問題などが考えられ  

る．ここでは，主として（i）の可能性について考える．  
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問題がモデリング言語SI丸上PLEによって記述されて  

いるとする．SI八一IPLEは，高速自動微分の実行のために  

問題の情報を計算グラフの形式で保持する．計算グラフ  

は，計算の過程を2項演算（例：ご×y），単項演算（例：  

∬2），関数評価（例：sin（ご））の素過程の連なりとして表  

現するものである．C＋＋で書かれたユーザーのモデル  

を一度実行すれば，演算子と関数のオーバー．ローディン  

グの機構によって計算グラフが計算機内部に貯えられる二   

以下では，■そのような計算グラフを利用した凸緩和  

問題の生成について述る．（ここで述べる方法以外にも  

色々な方法が存在するが省略する．以下は一例である．）  

ご1，…，∬几の任意の関数Jの計寅法が計算グテフで与え  

られているとする．計算グラフのノード（1項あるいは  

2項演算の結果）に中間変数㌫叶1，…，ご叫p・ を設定する・  

このとき関数Jの計算は  

ひ ＝ α×（∬×y）  （積）  

ぴ ＝ α×（∬÷y）  
（商）  

ぴ．＝ α×（ご＋y）  （和）  

∽ ＝ α×（∬－y）  
（差）  

ぴ ＝ プMIC（∬），J肌C（ェ，－y）  （関数）   

などの演算の連鎖となる．ここで，ひは中間変数，エと  

yはご1，‥．，ご几のどれか，あるいは中間変数である．αは  

定数である．グラフのトップは上記の血が関数Jとなっ  

た表式である・そして，すべての中間変数を最適化問題  

の変数として扱い，上記のような中間変数の走義式を等  
式条件として扱う．新たに定義された最適化の変数全体  

とその空間をz，R〃とすると，適当な仮定の下で，問題  

（1）は  

最小化 zl，Z∈RⅣ，  

という条件を設定する．また，上記の制約条件より祉互≦  

1〃≦町・となる祝，’の上下限て化，ひ【√を計算しておく．  

α＜0ならば上記の不等式条件の大小関係を逆にする．  

1〃が計算グラフのトノブに位置する場合は対応する制約  

条件の種類によってぴ＝0，む′≦0などの制約が設定さ  

れる．   

積の演算でひ＝α×∬2となっていろ場合は，α≧0  

ならば  

α∬2≦ぴ≦α（（ェu＋∬⊥）エー∬uエェ）  

とする．   

積の演算で，新たにβ＝∬＋yという中間変数を導  

入し，ひ＝α（52－ご2－y2）／2年tて上記の不等式▲を利  

用す・る緩和法もあるが，ここでは省略する．  

（ii）商の演算が現れた場合はご，yの上下限の情報からぴ  

の上下限ひ⊥，一wuを計算する．その後に  

1  

∬＝－ぴ×y  
α  

と変換して（i）にしたがって，不等式条件を設定する．  

（iii）和と差が現れた場合は中間度数の定義式を制約条  

件とする．実際には，  

Ⅷ＝£＋y＋z  

のようにまとめることが出来て，個々の（和と差の）演  

算子に制約条件を対応させる必要はない．  

（iv）関数（JMもC）が現れた場合は関数ごとにあらかじ  

め凸制約を設定しておく．たとえば，ひ＝eXp（ェ）に対  

しては  

exp（xu）－eXp（xL）  
exp（∬）≦ぴ≦   （エー－エt）＋exp（ェ上）  

ごU‾エム 

その他の関数も同様である．  

4．まとめ（モデリング言語を経由した）計算グラフによ  

る問題表現と高速な凸計画ソルバーによって，分枝限定  

法を利用した大域的最適化のアルゴリズムの実用化の可  

能性が期待できる．実用化のためには，分枝限定法の具  

体的なアルゴリズムの検討や様々な凸緩和問題生成の可  

能性のテストなど検討すべきことは多い．発表当［＝；は  

簡単な数値実験結果も提示する予定である．  
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Zi＝ん五（z），乞＝1，…，Ⅳ  

zェ≦z≦zu，Z∈ぶ′  
条 件  

と書くことが出来る．関数毎は上記の五つのタイプの  

どれかである．（線形の目的関数あるいは線形制約条件に  

関しては，上記のような中間変数の導入は実際は不要で  

ある．）したがって，緩和問題の生成は制約条件zi＝ん五  

の凸緩和となる．   

ご，yには上下限：∬エ≦ご≦ごU，批≦y≦yuが設  

定されているとする．  

（i）積の演算が現れた場合でα≧0ならば新たに  

α（ェェy＋批∬－ご上yエ）  

α（利用＋凱り∬－ねyu）  

ぴ  

Il！  
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一
＜
一
＜
一
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1lI  

ltJ  

α（ご班＋批∬一利パ化）  

りいJ．J／1－〟卜I■－－・・J、川J・）  
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