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OptimumRequirementSpannlngneeProblemviaaNetworkServer  

穴沢 務 ANAZAWATsutomu   

TheoremlProblemlissoIvedinO（n2）time．   

3 CaseII   

SupposethatGoiscompleteand，foreachvertexv∈  

鴨，theupperboundofdegree（denotedbylv）isgiven・  

AIso，SuppOSethat（lv）satisfiesl≦lo＜n，n＞ll≧  

l2≧…≧li≧1，and∑：＝。Iv≧2n・Thenthe  

problemtobediscussedhereisexpressedasfollows．  

Problem2FindaspanningtreeTofGotominimize  

fg（T）subjectto  

deg（u；r）≦gv（γ∈鴨）・  （1）  

Intherestofthispaper，WeregardallspannlngtreeS  

OfGoa5rOOtedtreeswithrootO（∈鴨）．Foraspanning  

treeTofGo，let7T（x；T）betheparentofx，andx（x；T）  

the sct ofchildrenofx．   

FbraspanningtreeT＝（T（E）ofGosatisfyingcon－  
dition（1），WedefinetwokindsoftranSformationofT  

Whichmayreducethefgvalueasbllows・  
Raising：Fbravertex3；∈Vwithd（0，3：；T）＝h≧2，  

ifthereexistsavertexp∈鴨withd（0，P；T）≦ヤー2  

anddeg（p；T）＜lp，thenmakeatreeTl＝（ViE／）such  

that  

β′＝且＼（（町（ご；r），諾））∪（（p，∬））・  

Exchanglng：Fortwoverticesx，y∈Vsatisfyingx＜  

yand（叫0，∬；r）≧d（0，y；r），  
（i）ifdeg（’x；T）≦ly，thenmakeatreeT’＝（VE’）  

SuCh that  

β／＝  

且＼（（（打（£；r），霊））∪（（£，州u∈x（∬；r）））  

＼（（（打（y；r），y））∪（（y，U）lu∈x（y；r）））  

∪（（（打（∬；r），y））∪（（机可車∈x（ご；r）））  

∪（（（打（y；r），ご））∪（（∬，刷γ∈x（y；ア）））；（2）  

（ii）ifly＜dcg（x；T）≦lx，thenletx’（x；T）beanarbi－  

trarysubsetofx（x；T）withlxl（x；T）1＝deg（x；T）－ly，  

let文（x；T）＝ X（x；T）＼xl（x；T），and make a tree  

Tl＝（竹EI）suchthatx（x；T）intherighthandside  
Ofequation（2）isreplacedby文（x；T）・  

Lemmalfbraspannin9treeTofGosati励in9COn－  
d祀盲0れ「Jノ，geHr′ゐeoゐね亘れedゐy叩〆y豆乃タOmeγⅦ慮βれタね  

r・rん帥ム（r）≧ム（r′）ゐ0んね・  

Lemma2fbrα呼α乃れ豆乃夕打eer〆Go5αf豆5舟豆氾タCOm一  

助加朋〃ノ，Je±T′ゐeoゐね疲れedわy叩pgy哀れタOmee：rCんαれクー  

両わr．〝（rむひ）βα£哀訴eβ  

r訂。≧r封y（1≦∬＜y≦れ），αれd   （3）  
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1 IntI・Oduction   

Weintroducein this paper a variation of the opti－  
mum requirement spanning tree problem（ORSTP）  
firststudiedbyHu［3］in1974・   

ORSTPis often discussed as aproblem offinding  

an‘optimum’communicationnetworkoftreetype．In  

ORSTP，any tWO Vertices are assumed to communi－  

Catedirectly witheach other．Hu［3】consideredthe  

CaSeWhen theunderlying graph（？ay G）is not nec－  

essarily a complete graph，and showed that ORSTP  

Can be soIved by Gomory－Hu algorithm［2］whichis  

Orlglnally an algorithm to soIve the all－PalrS netWOrk  

負owprobleme爪ciently・Anazawa［1】consideredagen－  

eralized ORSTP whereGis completeand maximum  

degreeconstraintsareimposed，andgaveacondition  

underwhichtheproblemisexplicitlysoIvable．   
Ontheotherhand，WeSuppOSeinthenewproblem  

thatamessagefromavertexistranSmittedtotheother  

Viathenetworkserver・Letlち＝（0，1，2，・・，n）（aver－  

texset），V＝鴨＼（0），andsupposethataslmplegraph  

Goonlちisgiven・Inthesequelofthispaper，Weregard  

vertexO and V as anetwork server and aset ofclient，  

nodes，reSpeCtively・Fbr each pairofvertices（v，W）  

（v，W∈V），anOnnegativevaluervw（calledarequire－  

r？ent，repreSentingthe＆equencyofcommunication）is  

glVen・Fbr a subgraph G10fGo，1et d（v，W；G／）de－  

notethenumberofedgesformingtheshortestpath（s）  
between v and w on G／．Let g（x，y）be an arbi－  

trarybivariatefunctionsatisfying9（x＋1，y）≧g（x，y）  

（0≦∬≦れ－1，0≦y≦れ），タ（∬，y＋1）≧タ（ご，y）  

（0≦エ≦几，0≦y≦れ－1），andタ（宕，y）＝タ（y，ご）  
（0≦x，y≦n）．Thenewprobleminthispaperisof  

findingaspanningtreeTofGotominimize   

以r）＝∑∑タ（d（叫；r），d（0，叫r）れw・  
γ∈Vt〃∈V  

Andweconsiderthefo1lowingtwocases：（Ⅰ）Goisnot  
COmplete，and（ⅠⅠ）Goiscomplete，butdegreesofver－  

tices are constrained．  

2 CaseI   

SupposingthatthegivenGois’notacompletegraph，  

WeCOnSiderthefbllowing：  
ProblemlFindaspannlngtreeTofGowhichmin－  

imizesfg（T）・  

Inthiscase，Since an fg－Optimum tree can beob－  

tainedbyDiikstra’salgorithm，WeCanObtainasimple  

result asfollows．  
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r。ひ＋rひ‡≧ryひ＋γ明（1≦ごくⅧ≦．几，叫∈・V＼（勘せ））●，  

（4）  

伽mム（r）≧ム（r′）んoJゐ・  

Corollaryl乱pぞ0βe班叶兢≠ 
． 

eェ甲柁ββedαβ  

タ（ご，y）＝gl（ご）＋飢（y），－  （5）   

びゎeγ℃．飢（ご）由・αれαrb豆かⅦry．mO乃0われe．乃0れdecreαβ盲乃ク  

ル品ぬmか∬と【0，叶如rα－β云α乃血夕如e了「扉G。  

βα払血豆れgCOれd慮如乃「り，Jefr′わeoわね査ゐedあy叩〆y哀れg  

Omee∬C九α叩吻わr・〝（r川）βα£哀訴eβ  

∑‰＋∑㌦≧∑㌦＋∑．rvy（1≦鱒＜ 
γ∈V  γ∈V  IJ∈V  v∈V  

（6）  

触れム（ア）≧ム（r′）九oJdβ．   

Let上）0 ＝（0），β1＝（1，2，…，Jo），and上）ん ＝  

（maxβん－1＋豆I乞＝1，2，…，・∑り∈ムん＿1（㌦⊥1））（ん＝  

2，3，…，H），WhereHisthesma11estintegersatisfying  

maxDH2n・We consideraclass ofspannlngtreeS  
Satisfying（1）and  

d（0，U；r）＝九（γ∈βんnlち）．   （7）   

NotethatanyspanningLtreeOfGocanb白transformed  
toatreewith（1）and（7）byapplyingraisingandex－  
ChanglngprOCeduresfinitetimes．   

Theorem2Letr beaspannin9tree qfGo sati励一  
両p叩er洪eβ「りαれd「り・〝（・a）（γ川）βα王宮頭eβCOれd戎一  

如乃β槻α乃d〃ノ，Or（b）タねe叩柁ββedαβe叩α如乃作ノ  

α扇（γγひ）βα瑚eβ？抑d戎如れ働鮎乃以rり≦一以r）  

加旭♪rα竹坤αれ乃亀乃タか℃er扉Go．   

SincethereexistsanO（n）－time 
． 

（7），WeObtainthefo1lowing：   

Theqrem3〝（a）（γγW）βα吉富所eβCO乃d盲如乃β「刃αれd  

〃ノ，Or（b）タ査βe叩reββedαβ印祝α如乃作ノαれd（γりひ）  

βα亡音頭eβCOmd哀如m作ノ，がほ乃PmわJemg由βOJuedれ0（陀）  

王宮me．  

destinatioi▲】YerteX。．Withoutanydelayduetonetwork  

failures．Undersomeassumptions，Wefindthat  

l－p（r）・＝∑∑ん（d（叫；r），d（0，叫r））r川，  
v∈Vひ∈V   

Whereh（x，y）＝1－hl（3；）hl（y）and  

2Tl＋1  

九1（ご）＝ ∑∑  
た＝Oi＋メ＝た  
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×pi（1－p）れ－扉（1’⊥q） 叫1‾J  

（pand．q・denote the probabilitiesofedgeand vertex  

failures，reSpeCtively）・Hence，WefindffomTheorem2  

that，if（rvw）sati？fiesconditioムs（3）and（4），then 

Spanningtr？eTwithprerヤies（1）ahd（7）rhiiml 
l－P（T）（thatis？maXimlZeS 

S6curity：against unauthori去edaccess：，：LetLbe  

arandom variabledenotingthelength■ofthe unique  
Walkviathee－mailserverpa5Sedbyamessagefroma  

Certainvertextoanotherone．Tbkeepthedamageby  
unauthorize（1accessattherninimum，WeShouldde声ign  

networks to minimize theexpectation ofL，d6noted  

byE（L）・Letrvwdenotethefrequencyofsendinga  
messagefromvtow．Thenwehave   

叩）＝∑∑泄（叫；r），d（0，叫r））γり∴  
γ∈Vt〟∈V   

Where．9（x；y）＝X＋y．Therefbre，WefindfromThe－  

Orem2that，if（rvw）satisfiescohdition（6），thenany  

SpanningtreeTwithproperties（1）and（7）minimizes  

β（エ）．   
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4 Applications  

One ofthe typicalsituations to be modeled by the  

problem・inthispaper・isthe’constructionofaldcalarea  

network（LAN）oftreetypeinwhichane－maildelivery  
SyStemWOrks‘optima11y’inacertainsense・Here，We  

COnSidertwocriterionsofoptimality．  
Reliability ofthe deliv？ry Ofmessages：Under  
theconditionthatamessageissentbyacertainvertex  

inagivenspanningtreeTofGo，1etp（T）bethecon－  

ditionalprobabilitythatthemessageisreceivedbyits  
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