
2003年日本オペレーションズ・リサーチ学会  

秋季研究発表会  

1－G－5  

対称なアフィンニ次錐相補性問題に対する行列分割法  

京都大学大学院情報学研究科 ＊林俊介 HAmSHIShunsuke  
（株）トヨタ自動車 山口貴大 YAMAGUCHITakahiro  

京都大学大学院情報学研究科 山下信雄 YAMASHITANobuo  
京都大学大学院情報学研究科 福島雅夫 FUKUSHIMAMasao  

アルゴリズム2．1  

Stepl．行列〟の分割（月，C）を選ぶ．初期点ヱ0∈疋  
を選び，た：＝0とする．  

Step2．次式を満たすzを求め，それをzk＋1とおく・  

z∈疋，βz＋qた∈疋，Zγ（βz十qた）＝0（4）   

ただし，qた＝9＋C㌔である．  

Step3．z頼1＝ヱたならば，停止する．さもなければ，  
k：＝k＋1とし，Steplに戻る．  

行列分割法では，分割（β，C）をどのように選び，部分  
問題（4）をどのように効率的に解くかが，アルゴリズ  

ムの有用性を決める鍵になる．  

3 ブロック逐次過緩和法   

本節では，分割（β，C）を与えるために，線形相補  
性問題（LinearComplementarityProblem：LCP）に対  

するブロック逐次過緩和法（ブロックSOR法）【1】を  

SOCCPに拡張することを考える．まず，行列MをK  
の直積構造（3）に合わせて以下のようにブロック分割  

1 二次錐相補性問題  

J次元の二次錐疋りまユークリッドノルムl卜Ilを用い  

て次のように表される集合である．  

に一＝（（zl，Z2）∈沢×沢ト11tlz州≦zl）（1）  

ただし，に1は非負実数の集合である．   

二次錐を制約条件にもつような相補性問題を二次錐相  

補性問題（Second－OrderConeComplementarityProb－  

1em：SOCCP）という・実際，二次錐計画問題（Second－  

OrderCone Programming：SOCP）のKarush－Kuhn－  
Tucker条件がSOCCPの形で表せることや．非線形相補  
性問題（NonlinearComplementarityProblem：NCP）  

がSOCCPに含まれることが知られており，このこと  

からもSOCCPは広いクラスの問題であるといえる．   

本報告では，特に以下のような形で表されるアフィ  
ンSOCCPについて考える．  

Find z∈況m  

s．t．z∈ち几わ十q∈疋，ZT（〟z十9）＝0（2）  

ここで，〃∈況mXれとq∈折れはそれぞれ与えられた  

行列とベクトルであり，疋はれi次の二次錐を用いて  

疋＝疋mlx疋れ2×…×に几m  （3）  

で定義される凸錐である．ただし，乃＝れ，1十れ2＋…＋れm  

である．以下では，行列凡才が対称である場合について  

のみ考える．  

2 行列分割法   

近年，SOCCPを解くための手法がいくつか提案され  
ている．特に，SOCCPを等価な最小化問題に再定式化  

し，それを平滑化法とニュートン法を組み合わせて解  

く手法【2】は，大域的収束性と二次収束性をもち，少な  

い反復回数で求めるべき解を得られることが知られて  

いる．しかし，次元の大きな問題では一回の反復に要  

する計算コストが大きくなるという問題がある．そこ  

で，本研究では，大規模問題に対して疎性などの行列  

の特徴を利用することが可能な行列分割法のアプロー  

チをSOCCPに導入することを考える．   

行列分割法では，元の問題に含まれる行列〟を，取  

り扱いやすい構造をもつ行列βを用いて以下のように  

分割する．  

〟＝β＋C  

そして，〟を含む問題を直接解く代わりに，行列βの  

みを含む部分問題を，βの構造を活用して効率的に逐  
次解くことにより，元の問題の解に収束する点列を生  

成する．   
以下にSOCCP（2）に対する行列分割法の枠組みを与  

える．  

する  
凡才12 … 〃1m  

几先2  城川′  

‘‘’三三、‡  
爪オ＝  

軋2…〟mm  

ここで，鳩メ∈況れ′iXmjである・このブロック分割を用  
いて，行列βを以下のように選ぶ．  

（  

β11  

〟21β22  
β＝  

脇1・‥爪4m，m－1  

なお，βiiの選び方は後述する．このように行列βを  

選ぶことにより，SOCCP（4）は次の各壱＝1，…，mに  

対して定義されるm個の部分問題に帰着される．   

ヱる∈疋れ‘，‰z豆＋γヂ∈疋れ壷，才（玖溝十r㌘）＝q（6）  

ただし，Z＝（zl，…，Zm）∈耽れ1×…×配れm，qた＝  
（亜，…，9£）∈況れlx・‥×配れmであり，  

q至   （宜＝1）  

i－1  

∑劇的＋可奈（宜≧2）  

j＝1  〈  

r㌘‥＝  

である．上の問題（6）は，壱＝1，．‥，mの順に再帰的に  
解いていくことにより，rヂを定数として扱うことがで  
きるため7次元のより小さなSOCCPの列と見なすこ  
とができる．  
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月3）十，タ：＝（わiJ．＋’・β3）rl転ん：＝（む1J■十β3）‾1・r2で  
ある．したがっ 

草求め，それを（9）に代入すれば．，SOCCP（8）の解＝’  

が得られる．  

以上の議論よニヮ， 

に与えられる．なお，以下の手順では．信頼領域法に  

おけるアイディアを取り入れ，直接Il両人）ll＝1を解く  
のではなく，等価な方程式Il可入川‾1－1＝0をニュー  
トン法とCholesky分解を組み合わせて解いてい．る・  

手順4．1  

Stepl．r∈K：Lならば，Z＋■：＝0として終了・  

Step2・－B－1r∈intKLならば・Z＊〒－B－1rとし  
て終了．  

Step．3．さもなければ，次のような手順で解を求める・  

Step3－1．初期値を入0：＝ maX（．0，－rl／bl）とし，  
j：＝0とおく．  

Step亭－2．ガ（入ゴ）＝月月γとなるような仇oJe軸因  

子R．を計算し，それを属jとする．  

Step．3－3・Rjtj＝－（入j9十年）を満たすtjを求める・  

Step3－4．（月j）r祝′メ＝tメを満たすひjを求める・  

St印3－5．11㌦1t＝1ならば，Z＊千人ブ（1，（扁）T）rと  
して終了．  

Step3二6．◆月j加＝Wjを満たすujを求める・  

Step3「7．Rjv＝u）＋9を満たすvjを革める・  

Step3－8．ネ舛1‥＝入j＋（［lwjH－1）l［w7［l2／（（uj）Tvj）  
とする・j： 

アルゴリズム2．1の各反復において，部分問題である  
SOCCP（4）を上の手順で解くことにより，SOCCP（2）  

の解に収束する点列（zりを生成する●ことができる・  

5 まとめ   

本研究では，LCPに対するブロックSOR法を  
SOCCPに対して拡張し，それを用いた行列分割法が  
求めるべき解に収束するための条件を示した．さらに，  

部分問題を一変数方程式に帰着させ，それを信頼領域  
法のアイディアを用いて効率的に解く手法を提案し．た．   

今後の課題としては，行列〟が対称でないようなア  

フィンSOCCPに対する行列分割法の適用，並列計算  
に適したアルゴリズムの開発などが挙げられる．  
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LCPに対するブ・ロックSOR法で一は，償当な定数  

山∈（0，2）を用いでβ宜i＝】山‾1几弟iとしていた・しかし，  

SOCCPに対しては同じようにβ宜iを定めても部分問  
題（6）を効率的に解くことができない．そこで／以下  
で定義される関数r：況′×Jx況×沢→一腑×‘を用いて，  

月忌i：＝r（几弟五，叫7）とする・   

r（射∴）．‥＝（ 霊1且3）（7）  
ただし，∪＞0，7≧0であり，Aはα1∈況，α2∈  

況ト1，A3∈況（ト1）×（ト1）を用いてA＝・（：；雲）で与え  
られる対称行列である．－   

以上のように定められた分割（β，C）に対して以下の  

定理が成り立つ．  

定理3・1行列〟に対する分列㊦d）において・行列  

βを駄＝r（Aれゎ叫7）を用いて（5）式で与える・さら  

に，（叫7）が以下のいずれかの条件を満たすとする・  

（a）7＞1andO＜u■≦2／7．  

（b）7＝1and O＜山と2  

（c）0≦7＜1ando＜山≦2／（2－7）  

このとき，各宜に対して動は正定値であり，部分問題  
（6）の解は唯一存在する・また，アルゴリズム2・1で生  

成される点列は∫OCCP（2）の解に収束する・   

4 部分問題の解き方   

本節では，部分問題（6）を効率的に解く手法を提案  
する．なお，表記の簡単のため，添字を省略し，以下  

のSOCCPを解くことを考える．  

zT（βz十r）＝0，Z∈疋‘，βz＋r∈疋l（8）  

ただし，βはら1∈沢，♭2－∈況JJlおよび対称行列β3∈  

を用いてβ＝（g；荒）と表される正定値行  況（ト1）×（ト1）   

列である．   

SOCCP（8）の廟をz＊とすると，（i）z■＝：0，（ii）′z＊∈  

intK：E，（iii）z＊∈bdK：l＼（0）の3つのケースが考えら  

れる．実際，r∈疋Jならばケ∵ス（i）が成り立つ・ま  

た，－B‾1r∈intK：Lならばケース（ii）が成り立ちz＊＝  

－β－1－「となる．さらに，解の唯一存在性よりγ≠疋上  
かつ－B－1r≠intKlならばケース（iii）が成り立つが，  

この場合はβの構造を利用することにより，次のよう  

に一変数方程式に帰着できる．   

之＊∈bd疋～＼（0）かつ（zヅ（β乏■十r）＝0ゆえ，・βz＊＋  

γ∈bd疋‘となることがわかる．したがって，長さ1の  

ベクトル壷∈況ト1と実数入＞0，〝≧0を用いて．   

之・＝入（三），肘十γ’●≦〃u（9）  
と書くことができる・ここで，β＝（…；琵）を代入し，  
〃とz＊を消去することによって，（9）式はベクトル  

＝Ⅷ（入）‥＝－’（入∫＋均一1陶＋ん）  

のノルムが1となるような入≧max（0，－γ1仲1）を求め  

る一変数方程式に帰着される．ただし，ガ：＝γ1（♭1J＋   
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