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1．はじめに   

以下のような無制約最小化問題  

millJ（∬），∬∈RJ托  

を解くための準ニュートン法を考える．ただし目的関  

数J：Rγl→Rは十分に滑らかであるとする． 

準ニュートン法は・現＋1＝∬た㌻αたβJl∇拍た）の  

反復式によって近似解を生成する解法である．ここで  

βたは∇2J（諾ん）の近似行列，αたはステップ幅であり，特  

に，訊＝∇2J（ごた）のときニュートン法に相当する．準  

ニュートン法では，近似行列β七を更新してβ頼1を  

作る際にセカント条件が課され，セカント条件を満足  

する更新公式としてBFGS公式，DFP公式，Broyden  

hmilyなどいろいろなものが提案されている．その中  

でもとりわけBFGS公式の有効性が認知されている．   

他方，Zhang，DengandCllell［3】，ZhallgandXu  

【4】は近似行列の精度を高めるために，修正されたセカ  

ント条件を提案し，それに基づいた修正BFGS公式，  

修正DFP公式の局所的超1次収束性を示した．さら  

に，吉野，矢部，小笠原r2］はZhangらの研究を拡張し  

て，修正BFGS公式，修正DFP公式を含むような修  

正Broydenfamilyを構築し，その局所的超1次収束性  

を示した・本稿ではその修正Brnydellh．1nilyの大域的  

収束性について議論する．  

2．修正七カント条件と修正Broydenfhmily   

Zhangらにより提案された修正セカント条件は以下  

のとおりである．  

跳車軸＝恥＋  （1）  

ただし，βん＝利け1－ヱた，仇＝∇J（利江1）－∇J（ヱん），  

∂た＝6（J（£たトJ（勘叶1））＋3（∇J（ごた）＋∇J（勘叶1））rβた  

であり，祝∈R乃は β言祝≠0 となる任意のベクトル  

である．   

本稿では，（1）にパラメータβ≧0を導入した次の  

セカント条件を考える．   

β刷＝Zた，Z捌＋ （2）  

ここで，β＝1とおけば（1）となることに注意する．   

修正セカント条件（2）に基づいた次のBroydenfam－  

ilyを修正Broydenfamilyと呼ぶことにする．  

臥・ヾ人‥ヾr臥．こ人・こJ  
＋蔓草＋¢た（β訂βたβた）lJたtJr，  βん十1＝βん－  

β君βんβた ■β君zた  

Zん  βたβん  ↑7ん＝‾  
茹編  

（3）  

ここで，¢たはスカラーパラメータである．特に，β＝1  

のとき，如＝0，¢た＝1とおいた場合がそれぞれZhang  

らによって扱われた修正BFGS公式，修正DFP公式  

である．   

3．アルゴリズム   

前節で提案した修正Broyd占11familyを用いた準ニ  

ュートン法のアルゴリズムは，以下のとおりである．  

Algorithm［QN］  

StepO．初期点xl∈Rnと初期行列Bl∈RnXnを与  

える．た：＝1とおく．  

Stepl．連立1次方程式 Bkdk＝－∇f（xk）を解く．  

Step2．直線探索によりステシプ幅αんを計算して，点  

£七を更新する．  

利江1＝∬た＋αたdた・  （4）   

Step3．停止条件を満たしているならば，終了する．満  
たしてい●なければ，Step4へ進む．  

Step4・Bkを修正Broydenfamily（3）により更新する．  

Step5．k：＝k＋1とおき，Steplに戻る．  

修正セカント条件を用いた準ニュートン法の特徴は，  

式（2）に含まれるベクトル祝を自由に選べることにあ  

る．これによって準ニュートン法の計算効率が高めら  

れる可能性がある．ベクトル祝の選び方はいろいろと  

考えられるが，新たに計算するよりも既存のベクトル  

を再利用する方が実用的であろう．例として，㍑を妬  
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∇J（ごん），∇石丸叶1），仇とおく七とがZllallgらにより  

提案されている．  

4．大域的収束性   

修正Broydenfamilyを用いた準ニュートン法の大  

域的収束性を示すためi三，次のような 

下セは簡単ぁために，一夕（ご）＝∇J何とし㌧′た＝ 

鋸＝タ（緑と表す土とにする．  

Assumption4．1 

1．目的関数Jは2回連続微分可能である．   

2・レベル集合p＝（可け（ご）≦J（ご1））は凸集合で，  

任意のp∈R↑t，£∈pに対し，  

叫酬2≦prウ2J（∬）p≦叫l釧2  

なる正の定数m，爪オが存在する．   

3・すべてのたに対し，（2）で選げれたベクトル㍊は   

lβ君叫≧両川＝叫lを満たす．ただし，〃∈（0，11  
はたに依存しない定数である．   

4・（2）のノアラメ一夕βは0≦β＜おを満たす・   

（m・＝〟のときは0・≦βとみなす．）  

（4）のステップ幅αたを直線探索で求める際に，．次の  

ようなWolk条件を課す．ただし，0＜Jl＜J2＜1と 

する．  

拍た十αんdた） 

タ（ごた＋αんdた）rdた ≧J2タ訂dた．  （6）   

また，最急降下方向一飢と5たがなす角を擁とす  

る．すなわち；  

Lemma4．4 以下の4つの不等式が成り立つ．  

！lニ人・…lJ  

－ 
バニ人・  

≦肘l，  

C：iαた  

≦，  

空た5ん】l2   αた  
＞  

【 
β訂βんβん   ＿ 

屋塾頭  旦些  
＜  

βzた  ClmlCds擁  

ただし，・C3・，†乃h〟1パ峨はある正の定数である．  

J L叫ma4．5 ¢七∈［0，1】のときこすべての‘た≧，1に  
対して  

た  

ロαjc窒  
．J＝1   

を満たすある正の定数c4が存在する．  

Lemma4．2二Le111ma■4．5を利用すれば，一様凸な  

目的関数に対して，修正B；oydellfalnilyを用いた準  

ニュートン法の大域的収束性が次の定理で示される．   

Theorem4．6 点列（xk）はAlgotith111【QN】によって  

生成されるものとする・ただし，¢た∈【0，∂］（0≦∂＜1）  

とし，C枕にはWolk条件（5卜（6）を課す・このとき，佳  

肴の正定値対称な初期行列β1に対して，点列（∬た）は  

ご＊に収束する．  
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ー 
†／．ヾ人  

COS軌＝  
ト八l－：・ヾ人・il   

ここで，大域的最適解を∬＊とし，αたが（5）－（6）を  

満たすような反復（4）を考える．このときAssumption  

4．1を仮定すると，以下のLemmaが成り立つ．  

Lemma4．2 以下の 

Cl＝gkllcos擁≦l［sk，l≦c2＝gklIcos擁，   

尤＋1－ム≦【1一打l 

ただし，Cl，C2はある正の定数であり，ム± 

ある．  

Lemma4．3 ステップ幅αkは次の式を満たす．  

≦αた・≦  Cl  
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