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論の本質となる部分であり，避けて通ることはでき  

ない．   

この項では以下，ユークリッド的Jordan代数に  

ついて簡単に説明し，対称錐上の線形計画問題を紹  

介する．また，本論文の理論的成果を述べるに必要  

なスケーリングの概念を説明し，さらに探索方向の  

族の定義および関連する定理を述べる．ただし，紙  

数の関係から、非常にコンパクトな書き方をせざる  

を得ず，厳密な書き方からはずれたものとなってし  

まったことをお詫びしたい．正確な定義や定理は，講  

演にて，わかりやすい例を用いながら申し上げる予定  

である．もちろん，【2】にはすべて厳密に記述されて  

いるので，興味のある方は一読されたい．  

1 はじめに  

線形計画に対する内点法は，Karmarkarの論文か  

ら数えてもその歴史が30年になろうとしている，そ  

の間に，内点法の中でも特に主双対内点法と呼ばれ  

るものが，線形計画問題の解法として確固とした地  

位を占めるようになった．この主双対内点法は，線  

形計画以外に，様々な凸計画に適用されている．例  

えば、半正定値計画や2次錐計画はそのような例で  

あり，本論文のテーマである対称錐上の線形計画も，  

このような凸計画の一種である．上に挙げた一連の  

凸計画の中では、対称錐上の線形計画が最も一般的  

な問題であり，半正定借計画や2次錐計画を特殊ケー  

スとして含んでいる．   

本論文では，線形計画に対する主双対内点法の理  

論的な結果を対称錐上の線形計画に拡張する．主な成  

果は2つあり，1つはMonteiroandZhang（［1］）にお  

ける半正定値計画における探索方向の可換族（Com－  

mutativeClass）の議論を対称錐上の線形計画に拡張  

したことである．もう1つは，可換族の構造を調べ  

ることにより，そのサブクラスで理論的に良い性質  

を持つ巾族（PowerClass）を見い出したことである・  

巾族は1つのパラメータによって特徴づけられる探  

索方向の族であり、既存のNT方向，HKM方向は  

そのパラメータが特別な値を取る場合である．これ  

らが本論文の主な成果であり，同時に現在までに得  

られている最良の結果となっている．  

対称錐とは何か，ということはさておき，対称錐は  

ユークリッド的Jordan代数というものと深い関係が  

あることが，数学の分野では古くから知られている．  

本論文では，もっぱらユークリッド的Jordan代数の  

用語を用いて最適化問題，中心パス，探索方向など  

の概念を記述している．このため，通常の記述に慣  

れた人にはややわかりづらいかもしれないが，ユー  

クリッド的Jordan代数を用いた解析は，本論文の議  

2 ユークリッド的Jordan代数   

有限次元ベクトル空間Ⅴに，次の性質を持つ乗算  

○が定義されているとき，VをJordan代数と呼ぶ．  

（Jl） 霊Oy＝y。諾  

（J2）【エ（ご2），エ（諾）】＝0・   

ただし，エ（霊）はエ（ェ）y＝〇。yで定義されるⅤ上  

の一次変換，諾2＝諾。訂，tA，β】＝Aβ一βAであ  

る．また，以下では乗算には単位元eが存在するも  

のと仮定する．Jordan代数V上に次の性質を持つ  

内積（・I・）が定義されているとき，Jordan代数はユー  

クリッド的である，と言われる：  

（ム（ご）ylz）＝（ylエ（諾）z）∀諾，弘之∈Ⅴ   

ユークリッド的Jordan代数Vの元cは，COC＝Cを  

満たすとき，射影子と呼ばれる．任意の元諾∈Vは，  

有限個の実数入1，…，入rと射影子cl，…，¢（豆≠J  

のときci。Cj＝0）を用いてェ＝∑；＝1入jCjと  

表される．これをごの固有債分解という．このと  
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き，入1，…，右を諾の固有値，（cl，…，Cγ）を訂の  

Jordanframeと呼ぶ．これらはxを決めると一意  

に決まる．射影子の数γはVに付随する量であり、  

Ⅴのランクーと呼ばれる．   

さて，固有値が正であるような元の集合疋⊆VI 

錐になる・この錐をVに付随する対称錐（symmetric  

COne）という．対称錐上の線形計画問題とは，  

リング付ニュートン方向は可換族に属すると言われ  

る．可換族の探索方向を用いた主双対内点法に関し  

て，次の定理を得た．   

定理4．1可換族に属する探索方向を用いた場合，シ  

ョートステップ主双対内点法は0（ノ不logl／亡）の反復  

で終了する．また，ロングステップ主双対内点法は  

0（γヽ斥logl／∈）の反復で終了する．ここで元は点列  

（（諾た，βりtた＝1，2，…）に依存する量である．   

不ケーリング後の点孟た，喜んに関して、菖た＝（孟克）9  

がある実数qに対して成り立つとき，このスケーリ  

ングを用いて得られるスケーリング付ニュートン方  

向は巾族に含まれる，と言われる．実は巾族は，可  

換族に含まれることが容易にわかるので，定理4．1  

はそのまま巾族にも適用できる．さらに，次のより  

強力な結果．も証明することができた．   

定理4．2 巾族の探索方向を用いたロングステッ  

プ主双対内点法は，そのパラメータ q に対し，  

0（γ叫9‾11／2（叶1）logl／∈）の反復で終了する．セミ  

ロングステップ主双対内点法は，q に依存せず，  

0（γlogl／（）の反復で終了する．  

すなわち，巾族に対しては，ロングステップ主双対  

内点法でも多項式時間の収束が言えるのである・（可  

換族では，元が存在するために多項式時間の収束は  

言えていないことに注意・）   

巾族において，9＝1のときはいわゆるNT方向，  

q＝0または∞の場合はHKM方向と呼ばれるも  

のになり，それぞれの方向における反復回数の評価  

は定理4．2の系として導かれる．  

〈芸小笠  

（cl諾）  

（αil霊）＝む豆（豆＝1，…，m）（1）  

諾∈忙  

と表される最適化問題である．  

3 スケ「リング  

対称錐上の線形計画問題（1）の双対問題は   

〈 

大 

1抽＝C  （2）  

となる・問題（1）と（2）に対し・γの正則一次変換  

タ（ただし，g忙＝にを満たす）を用いて孟＝クエ，  
孟・＝タ‾＊βと変数変換することをスケーリングとい  

う．ここで，＊は内積に関する共役作用素を表す．   

スケーリングは逆可能な一次変換であるから，こ  

れにより本質的に問題は変わらない．しかし，主双  

対内点法で使われるニュートン方向は，スケーリン  

グを行なうと変化する．すなわち，スケーリングさ  

れた後でのニュートン方向（Å諾，Åy 

リング前のニュートン方向（△ご，△凱△β）の間に，  

△諾＝タ△諾，△β＝タ‾＊△β   

という関係が成立しない．逆に言えば、適当なスケー  

リングをした後，ニュトン方向を計算し，それを逆  

スケーリングによって元の問題に戻せば，様々な探  

索方向が待られることになる．こうして得られた探  

索方向をスケーリング付ニュートン方向と呼ぶ．ど  

のようなスケーリングを選ぶかが，理論的にも実装  

においても重要なテーマとなる．  
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