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ローを用いて表現可能であることを示す．さらに，仁  

を0（mlog†l）で求めるアルゴリズムと辞書式最適配  

分を0（陀logγ乙）で求めるアルゴリズムを示す．   

以下では，一般性を失うことなく，根に接続する  

枝は1本のみとし，それをe。とする．葉ま∈Ⅳに接  

続する枝をαi∈且とおき，また，各枝eに対して，  

eを用いる使用者の集合をA（e）と書く．  

1 はじめに  

ある村では，ガス管を敷設する際の費用を各人が  

どのように分担するかを決めるときに，交渉が決裂  

し，結果的にガス管を敷設することが出来なかった  

という．利用者に不満の生じない費用配分の決走法  

を協力ゲーム理論の枠組で考察したい．   

本研究では，ガス管のモデルとして，有向根付  

き木r＝（隼β）を考える．根はサービス源（ガスロ），  

葉集合Ⅳ＝（1，…，れ）は各使用者に対応する・枝  

を供給路が敷設可能な場所であるとする．また，枝  

に対する費用関数c：β→Rを定義する．任意の提  

携β⊆Ⅳに対して，gがサービスを得るために使  

う最小の枝集合をβ5と書く．そのときの費用は，  

γ（ぶ）＝∑c（e）  

e∈E5  

で与えられる．使用者をプレイヤーとし，Vを特性関  

数とする協力ゲーム（〃，γ）が考えられる．このゲー  

ムを有向木敷設費用配分ゲームと言う．特性関数γ  

が劣モジュラ関数となる．すなわち，有向木敷設費  

用配分ゲームは凸ゲームである．   

本研究の設定は，Megiddo【5】のモデルと似てい  

る．彼は，根をサービス源，根以外の全てのノードを  

使用者とした設定において，仁を0（乃3），シャープレ  

イ値を0（m）で見出すアルゴリズムを提案している・  

その後，Galil［2】はMegiddoの0（n3）のア）t／ゴリズム  

の計算量を併合可能整列2分木を用いて，0（mlog†1）  

に改善している．Megiddoのモデルは，費用0の枝  

を付加することにより，有向木敷設費用配分ゲーム  

に帰着できる．   

一方，Granot，Mashler，Owen，Zhu［3】はMegiddo  

の設定を拡張したモデルにおいて仁を0（m2）で求め  

ている．彼らの設定は，根をサービス源，根以外のノー  

ドを任意の人数の使用者としているものである．有  

向木敷設費用配分ゲームは，一見Granot，Ma5hler，  

Owen，Zhu【31の設定よりも狭い枠組と感じられるが，  

これも，費用が0の枝も許すことにより彼らの問題  

設定と等価となる．  

本研究では，有向木敷設費用配分ゲームにおい  

て，シャープレイ値が0（m）で計算でき，コアがフ  

2 シャープレイ値   

一般のゲーム（Ⅳ，γ）におけるシャープレイ値は  

γ（g）－γ（∫－（j））   
隼－ ∑  

g：i∈5⊂。Ⅳ  

で与えられる．この右辺をそのまま計算するのは，  

mに関して指数時間を要する．しかし，定理1から，  

有向木敷設費用配分ゲームのシャープレイ値は0（㍑）  

で計算できる．   

定理1有向木敷設費用配分ゲームにおいて配分  

∬i＝。哀｝怠  
はシャープレイ値である．  

3 コア  

ー般のゲーム（〃，γ）において，コアとは，RⅣ中  

の領域  

トこ・こ〈・㌻  
化Ⅳ 

〉  

で定義される．   

有向木敷設費用配分ゲームにおいて，有向木r＝  

（竹且）上で，根から葉へのフローJを考える．この  

とき，Jの流量をval（J）と表す．各枝e∈引こおい  

て，枝流量の下限J（e）を  

J（e）＝γ（Ⅳ）－γ（Ⅳ－A（e））  
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で定める．この下限条件を満たすフローJの全体に  

よって，コアが表現できる． 

定理2有向木敷設費用配分ゲームにおけるコアは，  

80・〟こpをカット属∵よりも根に近い枝集合とする．  

e∈〃ニpにおいて，  

JM←∑鮮）  
e／∈C亡  

Q←QuⅣニp  

もし，Q＝βならば，終了．そうでなければ，50  

ヘ   

ステツプlO，20は併合可能整列2分木を用いれば，  

0（mlogm）で計算できる．その後，最悪でも，0（m）  

かかるので，このアルゴリズムの計算量は0（乃logγl）  

である．  

である．  

（－・・＝卜   

∬i＝J（ei），  

J（e）≧J（e），  
Ⅶ1（J）＝γ（〃）  

4 仁   

仁の定義については，e（g，ご）＝γ（g）－ご（g）と仮  

定し，β（∬）を2れ一2個のe（β，ご）（β∈2〃＼（¢，Ⅳ）  

を大きい順に並べたベクトルであるとする．これを  

辞書式最小にするような唯一の配分が仁である．   

仁を求めるアルゴリズム  

lO．葉に接続している枝集合を且〃とおく．任意の  

枝e∈β〃に対し，  

エ。（ど）←J（e）＋ど  

ア ← β〃   

とする．  

20．以下をアが且になるまで繰り返す．e＝（γル）  

に対し，ぴを葉に近い方とする．wを始点とする枝  

集合をCeとする．e≠ア，Ce⊂アであるeにつ  

いて，   

5 辞書式最適配分   

辞書式最適配分とは，コアの辞書式最大となる配  

分のことである．一般に，凸ゲームは劣モジュラ・  

システムとみなすことが出来き，そのときのコアは  

基多面体となる．辞書式最適配分はゲームが凸ゲー  

ムならば，最適基となる．有向木敷設費用配分ゲー  

ムにおいて，許容領域をコアとして，配分の2来和を  

最小化する問題の最適解が辞書式最適配分であるこ  

とが知られているので【1】，この2次計画問題を解く  

ことに帰着して，辞書式最適配分を求めることが可  

能である・Hochbaum，Hong【4】のアルゴリズムを利  

用すると0（乃log一丁）で計算できる．  
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ム。（ど）← maX（∑ムe′（ど），J（e）＋ど）  
e′∈C。  

ア ← ア∪（e）   

とする．  

30．Q←（eo）とする・  

40・eP←eoとする・  

60へ  

50．goをβ／eに接続するQの部分集合とし，  

ep←e∈Qoとする・  

60・エ。p（ど）＝J（ep）を満たすごの値を亡＊とする・  

70・プレp）－∑。∈〝・J（e）＝l〝■tど■を満たす有向木の  

根と葉を分けるカット〟＊の各枝について，  

J（e）← J（e）＋ど＊，e∈〟■   

Q ← Quガ＊  
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