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1．はじめに   

以下のような無制約最適化問題を考える。  

min／（ご），ご∈月n   

ただし／：月れ→月は滑らかな関数で、その勾配ベク  

トルをタとおく。この間題に対する共役勾配法のアル  

ゴリズムは以下のとおりである。   

〔共役勾配法〕  

Stepl，初期点xoと初期探索方向do＝－90を与える。  

た＝0とおく。（ただし鋸＝タ（ェん））  

Step2．直線探索によりステップ幅αたを計算して、点  

ェたを更新する。  

勘叶1＝ヱた＋αたdた  （1）   

Step3．収束判定をする。  

Step4．β頼1を計算して、探索方向dたを更新する。  

d頼1＝一郎＋1＋β頼1dた  （2）   

Step5．k←k＋1としてStep2へ戻る。  

共役勾配法は行列を保存する必要がないため、大規模  

な問題を解くのに有効な方法である。（2）のβの選び方に  

よっていろいろな種類の共役勾配法が考えられるが、最  

もよく知られているのは、Fletcher－Reeves（FR）、Polak－  

Ribiere（PR）、Hestenes－Stiefel（HS）の方法である。本研  

究では、DaiandLiao［1】の研究にならって準ニュート  

ン法の考えを取り入れ、さらに関数値の情報を持った  

βを提案し、その大域的収束性を示す。  

2．Daiand Liaoの共役勾配法   

βト1＝エムーごた＿1、射い1＝鋸一飢＿1としたとき、  

準ニュートン法におけるセカント条件は次のように表  

せる。  

仇肌＿1＝βト1  （3）  

ただし仇はヘッセ行列の逆行列∇2J（ご鳥）‾1を近似す  

る正定値対称行列である。このとき準ニュー トン法の  

探索方向d鳥は  

dた＝一仇動  

と表せるので、  

相即た－1＝一夕㌃（仇馴＿1）＝一夕rβト1  

が成り立つ。DaiandLiao【1】はセカント条件を考慮し  

て、共役性条件を以下のように定義した。  

dryト1＝－fgrβト1（f≧0）  

ここでf＝0の場合が従来の共役性を表し、f＝1の場  

合がセカント条件に対応する。この条件を満たすよう  

な探索方向dたを生成するために、彼らは（2）より次の  

ようなβたを提案した。  

タ㌃（射い1－ねん＿1）  
βた＝   

（4）  

dLl射い1  

さらに（4）の修正として  

宵＝maX   
（5）  

を提案し、（5）を用いた共役勾配法の大域的収束性を示  

した。  

3．臆正七カント条件に基づいた共役勾配法   

ZhangandXu［4】はセカント条件（3）を拡張して、  

以下のような修正セカント条件を提案した。  

坑弘＿1＝βた＿1  
（6）  

βト1  
叫－1（βLl恥1≠0）  yた＿1＋   

βLl頃＿1  

6（ムー1一九）＋3（鋸＿1＋タた）Tβトl   

ここでは、この修正セカント条件に基づいた共役勾  

配法を生成するために、パラメー タβ≧0を用いてzた  

を次のように定義する。  

）  

Zト1＝yた－1＋  視点＿1  

βLl叫－1  

ここでβ＝0の場合が従来のセカント条件（3）であり、  

β＝1の場合が修正セカント条件（6）である。このzト1  
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を用いて、新たな共役性条件をDaiandLiao【1］の考  

え方に基づいて  

drzた－．＝一書grβた＿1（f≧0）  （7）  

と定義する。そして（7）を満たす方向ベクトルを生成す  

るために、（2）より次のβたを提案する。  

Lemma4．2を利用すれば、一様凸な目的関数に対し  

て、（8）を用いた共疫勾配法の大域的収束性が次の定理  

で示される。   

Theorem4．3 Aβ5祝mp如mイ．Jを仮定し、Jは一様  

凸関数とする。作ノを用いた共役勾配法において、dたは  

「叫を、αたは「J礼「J〟を、またzたは「J釘をそれぞ  

れ満たすものとする。このとき正数〆≧告が存在し  

て、0≦β≦〆ならば1imin川飢11＝0が成り立つ。 た一寸∞   
次に（9）のβkが持つ性質を述べる。これはGilbert  

andNocedal【3］によるProperty（＊）と同様のものであ  

る。   

Lemma4・4 Aββ祝叩如乃イ．Jと「J卯，「Jイノを仮定し、  

全てのたに対して他州≧7とする。またzんは「J勿を  

タ㌃（zト1－ねト1）  
βgeW＝  

（8）  

dLIヱト1  

βごe叫＝maX  
（9）  

dLIZト1  

4．大域的収束性   

まず探索方向dたに関して  

タrd七＜0  （10）  
1－J  満たすものとして、0≦β＜   とする。このと  

3（l＋ケ－2β）   

もしくは  

grdた≦－CII鋸Il2 （c≧0）  （11）  

を仮定する。またzたに関して次の条件を仮定する。  

IIz刷≦叫lβたIl（〟＞0）   （12）  

さらに目的関数に関して次のような一般的な仮定をする。   

Assumption4．1  

J．£＝（ェ1／（J）≦J（ェ0））は有界である。   

2．£の近傍〟においてJは連続微分可能でその勾  

配はリプシッツ連続である。すなわち  

Il∇／（ェ）－∇J（豆）tl≦エ糎一利（∀∬，豆∈〟）  

を満たすエ＞0が存在する。  

（1）のステップ幅αたを直線探索で求める際に、次の  

ような強いWblfb条件を課す。  

J（∬た＋αたdたトム ≦ ぬたgrd鳥 （13）  

lタ（∬た＋αたdた）Tdたl≦ －Jgrdた  （14）  

ただし0＜∂＜J＜1である。強いWo脆条件の直線  

探索を用いた如何なる共役勾配法も、以下の結果を得  

ることがDaietal・【2】によって示されている。  

Lema4．2 一舶用明埴血り．Jを仮定する。共役勾配  

法〃ノ、「りにおいて、dたは「叫を満たし、αたは（J刃、  

「J〟を満たすとする。このとき  

昌益＝∞  
ならば  

1iminfH9klI＝O                k→（X）  

が成り立つ。  

き「JJノが成り立つならば、全てのたに対して  

1βたl≦む   

かつ  

1    IlβトItt≦そ＝⇒閻≦盲  

を満たすむ＞1、！＞0が存在する。  

一般の目的関数に対して、（9）を用いた共役勾配法  

の大域的収束性が次の定理で示される。   

Theorem4．5 A肌m〆iomイ．Jを仮定する。伸を用  

いた共役勾配法において、d鳥は「Jりを、αたは「J凱「Jイノ  

を、またz鳥は「Jりをそれぞれ満たすものとする。この  
1－J  とき0≦β＜  

成り立つ。   

■ホ■ノ’ホ、▲‘1▲▲  
3（1＋グー2∂）                鳥→q：） 、．m 
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