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1．Introduction  

We consider Markov renewal equations and their 

solutionsarisinginthestationarydistributionofthe  

M／GZ／1typequeue（e・g・See【3］）・Itisshownthat  

thetransitionkernelsoftheserenewalequationscan  

beexpressedbyladderepochsofaMarkovadditive  

processthatdescribesthesystemqueuelengthwhen  

thesystemisnotempty．Ⅵ屯alsoconsiderhowvari－  

ants ofthe Markov renewalfunction，e．g．，the one  

inTもkinef5】，arise・Usually，matriⅩanalysisisused  

forstudyingtheM／G／1typequeue・Unlikethis，We  

mainlyusestochasticarguments，Whichnotonlysim－  

plifyproofbbutalsorevealnewaspects・   

2．Ramaswami，sidentity  

Let Sbe a丘niteset．Let A（n）and B（n），n＝  

0，1，．．．，be S x S nonnegative matrices such that  

∑芸。A（n）e＝eand∑芸。B（n）e＝e，Whereeis  

S－COlumn vectorallof whose entries are unit．Let  

Z＋＝（0，1，．・．）andSl＝Z＋×S・DefinetheSlXSl  

tranSitionprobabilitymatrixPas  

Z＝（0，土1，土2，…）・DenotethisMarkovchainby  

（（㍍，Xn））・FromthestructureofP，YLisskipfree  

in t．hedownward．   

Let7h＝inf（e≧1；n＝－n）．Since（㍍）is  

Skipfree，（X，n）isalso a Markov chain．Denote  

the S x S tranSition matriⅩOf this Markov chain  

byG・Then，WehaveG＝∑芸。A（n）Gn，Which  

is cal1ed the hndamentalmairi31Let4・A（n）＝  

∑芸mA（g）α‾れand◎β（几）＝∑畏れβ（g）C‘－れ・鮎－  

maswami【4】showsthat，ifa：≡（x（n））isthestation－  

arydistribution，thenitsatisfies，forn≧0，  

†l   

諾（m）＝可0）毎（几）十∑諾（g）鋸（m＋1－ゼ），（2・2）  
‘＝1  

Thisequationisrearrangedto  

ご（れ）＝［柵（m）＋（晰十1－ゼ）】  

×（ト◎A（1））‾1，れ≧1．（2．3）   

Wbheregiveanewprooffor（2．2）withoutusinga  

CenSOredproc岱SaSuSual．   

Lemma2・1If（2・2）holds，then（x（n））isthesta－  

tion訂yV∝tOrOトP．   

3. Markov renewal equation 

Let中＾（n）＝◎A（n＋1），then（2．2）becom鵡   

昔（乃）＝〇（0）（◎β（几）－¢A（m＋1））  

†l  

＋∑ェ（g）軋（m－g）乃≧0・（3・1）  

J＝O  

ThisisaMarkovrenewalequationif∑芸。督A（n）e≦  

eor∑芸。中三（n）e≦e．Unfortunately，thismaynot  

betrue・WeconvertthisequationtotheMarkovre－  

newalequationuslngadualproc鰯，definedbelow．   

Since（Xn）isaMarkovchainwithtranSitionrate  

matriⅩA≡∑芸。A（n），WhichisaBSumedtobeir－  

reducible†Xnhastheuniquestationarydistribution，  

denotedbyS－rOWVeCtOr7r．AssumethatXoissub－  

jecttothedistributionq・Then，（Xn；n≧0）isasta－  

tionaryprocess，SOWeCaneXtendthisprocessonthe  
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The Markov chain with this P is referred to as the 

M／G／1type・Letx（n），n＝0，1，・・・，benonnegative  

S－rOWVeCtOrS．Then，X≡（x（n）；n≧0）issaidtobe  

thestationarymeasureofPif3：P＝X，equivalently，  

れ＋1  

‡（乃）＝可0）叫0）＋∑‡（g）A（m＋1－ゼ），（2・1）  
′＝1  

and，inparticular，Saidtobethestationarydistribu－  

tionif∑芸。a，（n）e＝1・   

Wb next．introduce the Markov chain obtained  

fromPremovingboundarystates（0）×Sandex－  

tending the state spacefrom SltO Z x S，Where  
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Wholetimeaxis・Since（Yl）isdefinedonthe（Xn），  

WeCaneXtenditsimilarly．Wethendefinethedual  

process（（免，鬼n））by鬼n＝X＿nand監＝－Yln．  

Itiseasytoseethat（鬼n）istheMarkovchainwith  

transitionratematrix‥A＝△妄1AT△q，Where△a  

is the diagonalmatrixwhosei－th entryis thei－th  

componentofavectora．Clearly，（島）isaMarkov  

additiveprocesswithbackgroundprocess（鬼n）．   

Defineテ＋＝infn≧1伺漑≧0）．Thatis，テ＋isthe  

weakladderepochof（島）．Thefo1lowingresultisa  

keyobservationforourarguments．   

Lemma3・1Underanydriftcondition，Wehave  

P（ち・＝g，鬼子＋＝溝＝五）＝岩【叫打1）】か・（3・2）   
Wらnowconvert（3．1）toaMarkovrenewalequation．  

Let孟（れ）＝△蒜1∬（m）T，るc（m）＝△完1◎c（乃＋1）T△汀  

forC＝A，Band岳＾（n）＝る＾（n＋1）．Then，Wehave  

thefo1lowingresultfrom（3．3）bytakingtranspose．  

Theorem3・1Ifβ＾≡∑芸1nA（n）e≦1，then  

孟（乃）＝（るβ（乃卜るA（m＋1））孟仲）  

γl  

＋∑岳A（れ－g）孟（g），れ≧0，（3・3）  
‘＝O  

is the Markov renewalequation，and has the solu－  

tion（孟（n））・Furthermore，（x（n））＝（孟（n）T△汀）is  

thestationarymeasureofP，andtheMarkovrenewal  

kernel（岳A（n）；n≧0）isproperonlyifβ＾＝1，SO  

（x（n））isaprobabilitydistributiononlyifβA＜1．   

Remark3・1AstandardsettingintheM／G／1type  

queueassumesthatB（0）＝A（0）＋A（1）andB（n）＝  

A（n＋1）forn≧1・Inthiscase，Wehave岳B（n）－  

るA（m十1）＝A（0）1（れ＝0）．  

DenotetheMarkovrenewalmeasureforthekernel  

（岳A（れ）；m≧0）毎拘）＝∑芸。岳ゞ‘）（乃），Wherema－  
trixconvolutionA＊B（n）isdefinedas（A＊B（n）1ij＝  

∑左。∑た【A（g）】丑【β（和一g）】頼弧d岳ゞ‘）（れ）＝J払r  
e＝0・Hence，ifβA＜1，thestationarydistribution  

（x（n））isobtainedas，uSingU（n）＝∑芸。宙T）（n），   

∬（れ）＝∬（0）（◎β一宙A）＊U）（m）， m≧0・（3．4）   

4．Alternativeformulations  

ThereareseveralvariantSOftherenewalequations  

andfunctions・Inthissection，Wediscusshowthey  

arise・General1yspeaking，thosevariantSCOmefrom  

di鮎rentchoicesoftheMarkovrenewalkernelandthe  

initialtermOfthesequence（孟（n））・  

（Modifyingtheinitialterm）Letthesequencein  

（3・3）startswithn＝1，then，forn≧1，  

γl   

丘（れ）＝るβ（乃）可0）＋∑岳A（m－g）孟（ゼ）・（4・1）  

‘＝1  

Thus，Wehavex（n）＝X（0）（QrB＊U）（n－1）forn≧1，  

Where申B（n）＝◎B（n＋1）・NotethatU（0）isnotnull  

butこJ（0）＝∑罠。現（0）＝（ト◎A（1））‾1  

（Modifyingthe Markov renewalkernel）We  
nextconsidertousetheMarkovrenewalkernelcorre＿  

SpOndingwith（2．3）．Then，forn≧1，   

孟（m）＝（トるA（1））‾1るβ（れ）孟仲）  

れ－1  

＋∑（トるA（1））‾1岳A（れ－g）孟（g），（4・2）  
＆＝1  

Thisis the renewalequation，Whichis equivalent  

to theonethatis obtainedbyThkine【5】．In this  

ca5e，theMarkovrenewalkernelisgivenbyテ＾（n）＝  

（トるA（1））Tl面＾（n）．Thisisarightkernelsince  

Lemma3・1implies∑芝1るA（n）e≦e．Denotethe  

Markovrenewalmea5ureforthekernel（fA（n））by  

ウ（n）．Then，Wehavex（n）＝3：（0）（rB＊V）（n－1）for  

m≧1，Whererβ（m）＝◎β（几）（J－◎A（1））‾1   

Theadv弧tageOfthiskernelisthatiteasilyhandles  

thetai1probabilitiesdefinedby否（n）＝∑芸nx（e）・  

Namely，Wehave蕾（n）＝X（0）（戸B・V）（nrl）forn≧1，  

whereFβ（m）＝∑畏れrβ（g）・   

References  

【1】Miyazawa，M．（2002a）P和むαゐ鵡±yれ娩e占わタ豆一  

犯ee－血タα乃dJゆmα如乃αJgc豆eれCeβ16，139－150，  

【2】Miya＆aWa，M・（2002b）Hittingprobabiliti岱ina  

Markovadditiveproc鴎SWithlinearmovementsand  
upwardjumps：theirapplicationstoriskandqueuelng  

PrOCeS駅S．Preprint．   

t3】Neuts，M・F．（1981）Matri3；－GeometricSolutions  

如βねcんαβ出c〟odeねニA加わ仇m豆cAppmαC九．  

【4】RamaSWami，V・（1988）Stochastic ModeLs4，  

No．1，183－188．  

Ⅰ5】TabneT・（2001）Analternativeformulaforthe  

Steady－StateSOlutionofMarkovchainsOfM／G／1type  

andits geometricand subexponentialasymptOtics・  

Preprint．  

ー81－   © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




