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Abstract  

We considcr the9Cnerulized maximum balanced  

j70WPrVblem（GMBF），i．e．，theproblcmoffind－  

inga9enertllizedmaximumPowinanetworksucll  

that each arc－flow valueis bounded by aglVen  

fiⅩedproportionofthctotalflowvalueofagen－  
eralizcd80W，andproposeapolynomialalgorithm  

forthisproblem・Problem（GMBF）nbere－  
garded as ageneralizationofthe maxmum bal－  

aれCedPowprvblem（MBF）forwhichseverale氏q  
Cicnt algorithms have beenproposedby Minoux  

andZimmermann，etC．  

1．Problem（GMBF）   

LetG＝（隼A）beadirectedgraphwithvertex  
SCtVandarcsetA，Wheren 

． 

sink）．∂＋a（resp．∂－a）（a∈A）istail（resp．head）  

ofα∈A．辞γ≡（α∈A：∂土α＝γ）b＝∈Ⅴ・  

Let u（a）beanintcgralcapacityofa∈A・Fbr  
each a∈A，7（a）isarationalgainandα（a）is  

arationalbalancing rate，Whereeach ofthemis  

expressedasaratiooftwointegers譜or芝糖t  
GivenanetworkN＝（G，u，7，α，β，S，t），prOblem  

（GMBF）isdefinedasfo11ws：   

（GMBF）： MaximizevalN（f）s・t・   

叫J（u）＝0，（u∈Ⅴ－（5，り），   （2・1）  

0≦J（α）≦u（α），（α∈A），  （2・2）  

J（α）≦α（α）val〃（J）＋β（α），（α∈A），（2・3）   

whereintegersβ（a）（a ∈ A）aregiven，and  

Val〃（J）＝ ∑α∈∂守）7（α）仲）and∂7Jト）≡  

∑a∈6・（v）f（a卜∑a∈6－（v）7（a）f（a）・Givenanet－  

workNl＝（G，u，7，S，i），prOblem（GMF）is：   

（GMF）：MaximizevalN′（f）s・t・（2・1）～（2・2）・   

GivenanetworkNz，i．e．，Nwithaparameterz≧  

0，COnSiderproblem（GMF（z）），Whcrefin（2・1）  

andtheinequalitiesin（2．2）shouldbereplacedby  

Jzand   

0≦Jz（α）≦uz（α），（α∈A），   （2・4）   

whercuz（a）＝min（u（a），α（a）z＋β（a））．Aflowf  

OfNisafuncionf：A→R＋Satisfying（2．1）～  

（2・3），WhcreR＋isthesetofnonnegativereals・A  

且owfzofNzisafuncionfz：A→R＋Satisfying  
（2．1）and（2・4）・The valueofa且ow f ofNis  

valN（f）・AnoptimalflowfofN（resp．fzof〃z）  

isaflowfofN（resp．fzof〃z）maximizingthe  

valucoff（resp・fz）・Fbra負owfzof〃z，define  

A（Jz）≡A＋（Jz）uA‾（Jz），  

こ‘ごニ・・こ・＝ 〈  
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7（α）（α∈A＋（Jz）），  
1／7（瓦）（α∈A‾仏）），  

予（α）＝  

where A＋（fz）＝（a ∈ A ‥ fz（a）＜ uz（a）），  

A‾（Jz）＝（α≡（ブ，五）：a≡（壱，ノ）∈A，Jz（a）＞0）・  

Ar℃Sidualnetworkw．r．t．a且owfzofNzisdefined  

asⅣz（Jz）＝（G（Jz）＝（隼A（Jz）），ufz，7Jz，β，け  
Thcdual（DGMF（z））for（GMF（z））is   

（DGMF（z））‥Minimize∑a∈Auz（a）Oz（a）s・t・   

ヂZ（α）＋βz（α）≧0，（α∈A），   
βz（α）≧0，（α∈A），   
打z（u）：areal，（γ∈Ⅴ），   

whcre7Tz（s）＝ 0，7Tz（t）＝1，andllrz（a）＝  

7Tz（∂＋a）－7（a）7Tz（∂，a）・ Define Oz（a）≡  

max（0，－17Tz（a））・Complementaryslacknesscon－  

ditionsimplythatiffz（a）＞0（resp．fz（a）＜  

uz（a））foreacha∈A，thenヂZ（a）＋Oz（a）＝0  

（resp．Oz（a）＝0）．DefineAz≡（a∈A：u（a）＞  

α（α）z＋阜♂裾），C（βz）≡∑α。。ヱα（α粍（α），and  
l β（βz）≡′∑α∈Azβ（α粍（α）＋∑α∈A－ん祝（α粍（α）・  

Theoptimalvalueof（DGMF（z））isexpressedas  
valNz（f：）＝C（0；）z＋D（0；），Wheref：isoptimal  

inNzandO；isoptimalfor（DGMF（z））・   

Proposition 1 

fbrαm Op亡査mαり‡0ぴJ；吋〃z，α舟mc如mダ（z）＝  

val〃ヱ（J‡）盲βれOmdecreαβ慮れタ，COれ血祝0叫p五ecel〃五βe  

－206－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



andgotostep3・  

IfC（β；αi＿1）≠C（β；αi），then  
（set  

J五和eαr，αmdcomc肌e．  

Proposition 2 

7’J廿日止J・ノニー√イ√川叩両川化り丁り＝・江上八「再  叫；αi）一瑚；αi＿1）  
z／←   

C（β；αi＿1卜C（∂；αi）   max（z：Z＝瑞），榊；）≠り，  
max（z‥Z＝Val〃ヱ（J；）），仲（β；）＝り，  
〈   

z＊＝  IfvalNz′（fzl）≧zl，thensetL←z’andgo  

to step 3 

elseifC（0：。i）≦1，thenstop・   
）   

umtil豆＝m／＋1．  

Ifi＝mI＋1，thenstop・  

Step3：Binarysearch   

repeat   

Setz←皇掌・   

StopifvalNヱ（fz）＝ZandC（0’z）＜1■   

IfvalN（fz）≧z，thensctL←z   

else sct U←Z．  

until【トム＜志・  

Step4：Decisionofanoptimalflow  

Setz＊←瑞・   
Findanoptimalflowfz・OfNz・andstop．   

Proposition 4 

凡rαれy Z，β（βz）「陀叩・C（βz）ノ盲βαれ五和吻mJ  

m現物ge q／rl‾1「re呼．（rlr2）‾1ノぴんere rl≡  

Ⅲα∈A（70（α）71（α））αmdr2≡Ⅲα∈Aα1（α）．   □   

Proposition 5 

ムeり五重，抗】ゐe兢e豆m励〃αJ埴er抽repef哀如m扉  

g吻β．meγee∬ねねαmOpf五mαJγαg鋸eZ′′β餌Cん兢α亡  

ん仁≦z′′＜杭α乃dC（β；′′）＜1げ兢eα如r豆£んm盲β  

COm血祝電mタ・  □   

Proposition 6 

エeりエ，U］ゐe兢e壱mねr〃αgα王統eみe夕立れ㍑哀れタげβ桓イ・  

rんere盲βαCOrれe叩0慮れf（z′，ダ（z′））ひ鵡z′∈【ム，U】，  

ぴんereαCOrγleγpO盲m£盲βαpO盲mf（z′，ダ（z′））β祝Cん血f  

ダ（こ）下川り／一丁脚・J＝再高／（JJニ＝こ′．  □   

Theorem 7 

meα如r鵡mr祝那亘れ0（mlogβ凡才（m，m））王立me，  

ひ九ere〟（m，m）盲β班ecom〆e∬軸わrβOJ〃盲mタαタeγレ  

erαJ豆ze（∫mα∬吏mt‘mβ0ひpm鋸em哀れαれe£ひOrたび五亡ん  

れUer王宮ceβα乃dmαγ℃β．  □  

Refbrence  

K．D．Wayne：Generalized MaximumFlow Algo－  

rithms，Ph．D．thesis，CornellUniv．，1999．  

ぴんereβ；盲βα血αJopf五mαgβOJ祝f豆㈹・  

Let且beadirectcdpathfr0InV∈VtotinN／．  

The9ainoffL w・r・t・7is7（且）≡Ⅲa∈IL7（a）・  

Thehighestgainpath丘omvtotismax7（鳥）・A  
labelin9functionw・r・t・NlisafunctionFL：V→  

R＋＋∪（∞）suchthatp（t）＝1whereR＋＋≡（r∈  

R＋：r＞0）・Thcrelabeled9ainofa∈Aw・r・t・7  

andpisdefinedby7p（a）＝7（a）IL（∂＋a）／p（∂，a）・  

Thc canonicallabelofv∈Vin NIis thcinverse  
Ofthehighestgalnpatllfromv to t・Ifnosuch  
pathexists，itslabelis（刀．   

Theorem3［Wayne，1999］  

Aノ才0ひタイⅣ′盲βmα∬五mumげαれd o†和げ班讃γe  

eェ査βねαねゐeJ哀れクルmc如明〃汎Cん亡んαf了   

7〃（α）≦1， 匝∈Ⅳ′（タ）ノ，   
〃（γ）＝∞， 作¢r′ノ，  

ぴんere〃′（g）五β班ereβ盲血αJme亡びOrた肌r．£．タ，αmd  

r′五β班eβef扉〃er£盲ceβreαCんα鋸eわfみy祝β盲mタα汀β  

豆mⅣ′（タ）．  口   

2．BinarySearchAlgorithm   

Input：Ⅳ＝（C，叫7，α，β，β，f）  

Output：anOptimal且owifitexists  
Stepl：Initialization   

SetU←mB2，WhereB≡   

maxα∈A（70（α），71（α），α1（α），u（α），旧（α）け■  
IfvalNu（fu）≧U，thenstop・  

Setエ←max（0，maXα∈A讃針  
IfvalNL（fL，）≧L，thengotostcp3   

elseifC（0；）≦1，thenstop・  

Step2：Decisionofalowerbound  

Setza←地foreacha∈A．       α（？）  h 
Cooseamaxlmalset  

（zα‘：Zαi＞上，Zα‘＜z叫1（1≦豆≦m′－1））   

brsome m／＜m．  

Setzaml＋1＝U，Zao←L，andi←0・  

repeat   

Set豆←豆＋1．  

IfvalN＝ai（fzai）≧zai・thensetL←za．  
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