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1Introduction   

Tbe叩土im祝mre叩irem用土坪dn乃玩夕加epr¢抽m（ORST  

problem）studiedbyH11【5］isoftendiscusseda5aPrOb－  

1emoffindingacomicationnetworkoftreetype  

With七k血n肌er喝e COSt．EoweYer，丘omtbe  

Viewpointofreliability，k－COnneCtedgrq）hs（k≧2）are  

desirableasthetopologiesofcomnicationnetworks．  

Tbminimizes七hecostofconstruCtion，We七ake11Pln  

七山sp叩erCyClegraphs（conn∝tdreg山argraphsof  

degree2，justcal1themcycles）・Here，eCOnSidera  

PrOblemoffindingacyclewhichmini皿ZeSanObjec－  
tivefunctionsimi1artothatoftheORSTproblem．   

Before detaileddiscussion，1et11Sde丘nesomeba－  

Sicnotationa皿dreviewtlleORSTproblem．LetV＝  

（0，1，・ 

． 

SimblegraphswiththevertexsetV，andT（∈g）the  

WholesetofspanningtreesonV・AgraphG∈gwith  
anedgesetEisdenotedbyG＝（V7E），andtheedge  

e∈Eco皿neCtingtwoverticesv，W∈Visdenotedby  

e＝（即，W）・払ragrapムC∈g，1etd（γ，ぴ；C）betbe  

distance（thelengthoftheshortestpath（s））between  

twoverticesvandwonG・Assumethat anonneg－  
ative valuervw（called requirement，rePreSenting七he  

丘equencyofcoInmuldcationbetweenvandw）isgiven  
toeachpair（v，Wl∈（Y），Wherervw＝rwvholds・ 

． 

Jけ）＝ ∑ d（叩；r）r伸  

（叩）∈（ち）  

andshowedtllatanORSTisobtainedbytheGomory－  
H11algoritlm［3］whenthedegreesofverticesarenot  
restricted．Ontheotherhand，Anazawa［1］considered  

aproblemoffi皿dinga七reeT∈Twhichminimi2；eS  

以T）＝ ∑ g（d（叩；ア）ト川  

1叩）∈（ち）   

（where9（x）isanarbitraryreal－Valuedfunctionofreal  

Variablecs11Chthati七isInOnOtOnenOndecreaslngOn  
【0，n－1］）undertheconstraint that，foreachvertex  

v，thedegreeofvinTdenotedbydeg（v；T）cannot  

exceedaglVenintegertv，thatis，  

deg（v；T）≦lvholdsLbra皿veV，  （1）   

wbere   

n－1  

Jo≧Jl≧…≧㍍－1≧1and ∑Jv≧2（和一1）（2）  
tJ＝0  

務 ANAZAWATsutomu   

areassuned・Andheshowedthatif（rvw）satis6es  

rvw十rv′ひ∫≧r川′十rγ′w  （3）  

fora皿4－tuple（v，VI，W，W′I（v＜v，，W＜wl）s11Chthat  

rvw，rV・wl，rVW・andrv・wareallde丘皿ed，thenapartic－  

ulartreer∈T（whichisobtainedbyasortofgreedy  
algorithmblltisexplicitlydefinable）isasol雨iontothe  

PrOble皿・CoJlditio皿（3）seemsalittletight，bu＝血ereis  

acasewheretheconditionre且ectsapracticalsitllation  
（see［11）．AIso，COndition（3）issimi1artotheMon9e  

PrOPerly，WhichisnamedaftertheFtenchmathemati→  

CianGaLSPardMongeandrediscoveredbyHo任man［4〕  
（co皿paCtlyreviewed毎p良一紀byetaユ・【6】姐dDein慮o  

etal・［2】）・Mongepropertyisoriginal1ydiscussedinthe  

ClassicalHitchcocktransportationproblem，andknown  

tomakesomeNP－hardproblems（ex．traNellingsales－  

manproblem）e侃cientlysoIvable（see【6］）・   

Here，We define the problemto be consideredi皿  

thispaper・LetC（∈Q）bethesetofallcycleswiththe  
VerteXSetV．FbracycleC∈Cand七woverticesvand  

WOnC，thereexisttwopathsbetweenvandw，SayEl  

andf㌔・S11PPOSethatthelenghtof汽isshorterthan  
Oreq11al七othatofろ．Thenthelezlghtof旦equals  

d（v，W；C）andthatoffちequalsn－d（v，W；C）．Let  

Pvw（0≦pvw51）betherelativefreq11enCyOf11Sing  
A．Thentheavera9edistancebetweenvandwonC  

is defined by 

dA，G（γ，W；C）＝pvwd（γ，叫C）＋（トサ川）（和一d（γ，叫C））・  

Assl皿ethatpvwisexpressedbyp（d（v，W；C））for竺y  

（v，W）∈（㌢），Wherep（d）isamonotonenonincreaslng  
functionofddefinedon［0，筈】andsatisfiesl≧p（d）≧喜  

ford∈【0，昔］・Theproblem 

． 

んG（C）＝ ∑ dA，。（叩；C）rvw，  
†叩）∈（；）   

andwecal1acyclemizdmlZlng thishnc七iozlan OPti－  
m祝mre9髄壷「eme和上cycJe（ORC）・   

ThemalnreSultof七hispaperisthefollowing   

Main Theorem エef  

e；＝〈  

（0，1）  ♪ri＝1  

（才一2，f）  ♪r言＝2，3，…，柁－1，  

（乃－2，乃－1） ♪r盲＝乃  

¢れd C＊＝（Ⅴβ■）ぴんereβ◆ ＝（el，e2，・‥，en）・〝  

（rvw‡棚桓師＝那撼杭肌伊上兢印C■お（m＝α尺C・  
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3 ProofofMain Theorem   

Let C■＝（VIE＋）∈Cbethecyclede魚nedinMain  
Theorem・FbracycleC＝（VE）∈C，let  

h thispaper，a此er glVlngSOmelemmaswithout  

proofbinSection2†WewinpresenttheproofofMain  
TheoreminSection3．  

2 Lemmas   

Lemmal凡rαny CyCJeC∈Cαnd肌y Ver土盲ceβγ，  

ぴ，γ′∽dw′〃れC，げd（γ，叫C）＜d（v′ル′；C），銑eれ  

d▲V。（γ，叫C）≦dA，。（γ′，W′；C）ん¢仏．   

R汀a CyCle C＝（Ⅴβ）∈C and apatムP＝  
（呵，…，刊た）（ゐ＝20r3）ofC，1et  

（  

min（γ＞叫eニ¢β）  

几－1  

≠
ニ
 
 

丹
二
且
 
 

f
 
∫
▲
 
●
l
 
・
l
 
 

取C＝  

Wbwinshowthat any ORCcanbetransformedinto  
C’withthef＾VGValue11nChanged．   

LetC＝（隼E）beanORCwithvc＜n－1．Note  

that Ccontainsasubgrq）h㍍・AIso，1et v■bea  

VerteXwithe；。＝（v■，Vc），andv■’avertexwithv＋．＞  

Vcand（v’，V’’）∈E（s11Chv．＋obvio11Slyexists）．We  

CanCOnSiderapathPl＝（v■●，V■，…，0，．．．，Vc）ofC，  

andletvlbeavertexonPladjacenttovc．TIlenitis  
Obviousthatv■＜vlholds・LetP＝（ul，…，uk）（k＝  

20r3）beas11bpathofPIsatisfying  

d（一帖U■；C）＝d（頃，γ1；C）・  

DefiningqpforthepathPinthesa工neWayWiththatin  
Sectio112，Ⅵ℃findthatqp（v’）＝Vlandqp（v．＋）＝  

hold・AIso，1etCl∈CbeacycleobtainedfromCby  

biasingwithrespecttoP．ThenwefindfromLeH皿aS  

2and3thatClisalsoanORCandcontains瑞・  
Also，C’hasanedgee：。＝（v＊，Vc），wi1ichimplies  

tbatγc′＞γcbdds．   

Bycontinlllng七hisprocess，Wefindthat C■isan  

ORC．  

〈 

L乃／2」   irた＝2  

し（和一1）／2」irた＝3，  
†n＝  

WhereしxJisthemaximumintegernotexceedingx，弧d  

le七  

夕（垢）＝（Ⅴ（叫），β（叫））（言＝lorた），  

WbereV（≠1）uV（視た）⊂Ⅴ，Ⅴ（勘）∩Ⅴ（－▲た）＝¢，  

Ⅴ（む1）＝†β1（＝勘），β2，…，阜m），  

坤‘ユ）＝（（8i，8両）∈即＝1，2，・‥，m－1），  

Ⅴ（視た）＝（fl（＝視たい2，…，fm），  

β（現）＝（（fi，上汁1）∈即＝1，2，…，m－1）  

aresatisBed・FbrthepathP＝（ul，…，uk），Wedefizle  

弧isomorp鮎smJp：Ⅴ（叫）→Ⅴ（視た）毎咋（βi）＝  

fi（f＝1，2，‥リm）・AkQ，WeCOn5i由一七k払鮎whg  

transformationofCwhichmayreducethefAVGValue：  
Letl左＝（v∈V（ul）lv＞qp（v）），andexchangevand  

Jp（γ）払ー通γ∈鴨．Wecdl飢kbatrans払mation  

biasm9withrespecttoqp・Fhrtller，letC／beacycle  

ObtainedfromCbybiasingwithrespecttoqp・  

Lemma2〝（γ川）βα上古訴eβCO乃d言古盲〃乃似兢eれ  

ム，。（C′）≦んG（C）  

んoJdβ．  

NextlWeShowapropertyofasubgraphofthecycle  

C■＝（TIE■）de丘nedin Main Theorem．Letlん＝  

†0，1，…，〝－1）（1≦〝≦乃）弧dぢ＝（佑，β；）wbere  

E：＝（e‡，e芸，…，e；＿1）．Notetha七C雷isobtainedby  

ad血ngeニ＝（和一2，乃－1）toろ；．  

Lema35w押0βe〟もαfαCyCJeC＝（Vβ）∈C co恥  

ね五mβαβ句r呼んぢ（1≦〝≦m）′が柑＝β，且；∈月九〃Jdβ．  

凡rαれαrあ立地r和一βeJec£edクd意ゐP＝（勘，…，勘）（ん＝  

2〃r3）イC，Je±C′＝（Ⅴβ′）∈CあeαCyCJe〃ゐね盲乃ed  

♪ⅥmCゐyみ盲d5盲nタひ助re呼eC±わ咋．アんeγlC′α長〃  

C〃れね盲mβだ．  
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