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1．はじめに   

C＝（竹β）を単純無向グラフとし，C－ひを節点集合V一視  
から誘導されるCの部分グラフとする．また，d（車，y）をC上  
の2節点エ，y間の最短経路の長さとする．dc－U（ェ，y）＞dc（ご，y）  
を満たすような二つの節点〇，y∈V一視が存在する時，節点㍑を  
関節節点（んれgeueγte〇）と定義する【1ト2000年度OR学会春季  

研究発表会では区間グラフにおける全開節節点を求める並列アル  

ゴリズム【4Jを紹介した・本研究ではその時に課題として挙げてい  

た区間グラフの拡張概念を持つ台形グラフ【3】に対して，全開節  
節点を求めるプロセッサ致0（m），計算時間0（Joタ㍑）で実行可能  
な効率的な並列アルゴリズムを紹介する．  

2．定義   

上下にそれぞれtopchannel，boLtomchannelと呼ばれる2  
本の平行な水平線分が存在し，それぞれの線分を上底，下底とし  

て構成される四角形を台形と定義する．各channelは左側から昇  

順に1，2，．‥，2†1なる整数値が割り付けられ，各台形れ（1≦豆≦れ）  
は4つの角点にそれぞれ角点番号αi，♭いCi，diを所持する．ここで，  
ai，bi（ai＜bi）はtopchannel上の，CL，di（ci＜di）はbottom  
channel上の点である．また，各台形は角点を共有することはな  

い．このような台形の集合によって表現される幾何学的表現を台  

形ダイアグラムβと定義する（図1）．台形ダイアグラム上の各台  
形には，2つの台形れ，ちに対して，むiくゎj，かつ，その時に限  
り豆＜jとなるように台形番号豆，1≦忌≦mが付される．   

あるグラフC＝（竹β）が台形グラフである必要十分条件は，  
台形ダイアグラムβ上の各台形がrの節点集合Vの要素に一対  
一対応し，かつ，2つの台形℃，ちが台形ダイアグラム上で交差  

を持つとき，かつその時に限り，各台形の対応する節点間に辺が  
存在するような台形ダイアグラムβが存在することである．すな  

わち，   

C＝（竹β），   

V＝（り節点乞は台形℃に対応する），   
β＝（（ま，j）l台形℃とちは台形ダイアグラムβで交差する）・   

また，台形グラフCの各節点には，台形ダイアグラムβ上の  

対応する各台形の台形番号がそのまま節点番号として割り付けら  

れる（図2）．   

γR（γ）、grR（可（β月（γ），gβR（可）の定義：   
台形ダイアグラム上で節点uに対応する台形丁もと交差を持ち，  

角点番号b（d）がbv（du）よりも大きな台形の中で，最大の角点番  
号わ（d）を持つ台形に対応する節点をrR（u）（β月（γ）），同様に2番  
削二大きな節点をgr月（u）（gβR（リ））と定義する・ただし，その  
ような節点が存在しない場合はそれぞれr月（u）＝U，ざr月（u）＝  
u（βR（γ）＝V，5β月（u）＝U）とする・  
rム（む），ぶrム（り（βム（む），g月ム（γ））の定義‥   

台形nと交差を持ち，角点番号α（c）がαu（cu）よりも′トさな  
台形の中で，最′トの角点番号α（c）を持つ台形に対応する節点を  
rム（可（βム（ひ）），同様に2番目に小さな節点をぶTエ（り（5βム（γ））  
と定義する．ただし，そのような節点が存在しない場合はそれぞ  
れ71（γ）＝U，5rム（γ）＝V（βム（〃）＝γ，5βエ（γ）＝U）とする・  

判別集合βT尺（u），βTん（り），ββ尺（〃）の定義；   
台形ダイアグラム上の台形孔に対して，かTR（γ）＝（宜I  

ゎざTR（u）＜i＜♭TR（u）），βrム（γ）＝（りαT拍）＜i＜α5Tl（v）），  
ββR（u）＝（りd5β月（v）くi＜dβR（v））をそれぞれ判別集合∂r尺，  
βT⊥，ββ尺と定義する（表け  
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図1：台形ダイアグラムβ  
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図2：台形グラフC  

3．台形グラフにおける関節節点の性質  

I．emmal 節点uが台形グラフTの関節節点である必要十  
分条件は以下の条件のうちいずれかを満たすような2つの節点  
ェ，y（£＜y）が存在することである・   

「りu＝TR（わ，αy∈βTR（ご）・〝β月（∬）＝rR（∬）仇eγ1  

d5β尺い）＜cy eJβedβ月（ェ）＜cy・   

「2ノu＝rエ（y），占エ∈βTム（y）・〝βエ（y）＝rエ（y）班e托  

dェ＜c∫β上付）eJざedJ＜cβム（y）・   

「り祝＝β月（わ，Cy∈ββ尺（ェ）・〝βR（ェ）＝rR（〇）班eれ  

わ5TR（ェ）＜αy eJ5eむrR（ご）＜αy・□   

Lemma2 グラフC＝（町方）を台形グラフとする・代表節点  
集合に対して以下の性質が成り立つ．   

「りu∈P（T月）なるγに対して，r尺（u）＝r尺（ぴ）なる節点  

wが存在するなら，βT尺（γ）⊇βT尺（ひ）．   

「2ノ〃∈P（r⊥）なるりに対して，Tム（u）＝rム（ぴ）なる節点  

wが存在するなら，βTム（γ）⊇βTム（ひ）．   

βノγ∈P（βR）なる吊こ対して，βR（γ）＝βR（可なる節点  

wが存在するなら，ββ月（γ）⊇ββR（ひ）．□   

Lemma3 グラフG＝（竹丘）を台形グラフとする．代表節点  
集合に対して以下の性質が成り立つ．  

「り∑v。P（7、。）lβT尺（γ＝≦4循・  

「2ノ∑u∈P（Tり＝）Tん（γ＝≦4㍑・   

例∑v∈P（銅）l上）上＝R（γ＝≦4れ・□  
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表1：各台形れの角点番号  

l   1  2  3  4  5  6  7  8  9 10   

d・i   2  1  5  6  9  11   13  16  17 15   

♭i   3  4  7  8  10  12  14  18  19 20   

Ci   1  9  2  7  8  15  5  14  19 12   

di   4  10   3  1 13  17  6  16   20 18   

了一月   3  7  4  7  10  10  7  10  10 10   

gr月   2  5  3  5  7  8  7  9  9 10   

Tム   2  2  2  2  2  6  2  6  10  5   

grエ   1  2  1  3  4  6  4  10  8  6   

β月   2  5  4  5  10  10  6  9  9  9   

∫β月   1  4  2  4  5  6  5  10  9 10   

βエ   1  1   1  3  7  7  7  10   10  5   

gβ上   1  3  3  7  4  10  7  8  8 10   

βT尺   5，6   11，12，13 ¢ 11，12，13 15，16，17，18，19 19  ¢  ¢  ¢ ¢   

βT上．   ¢  ¢   ¢  2，3，4  2，3，4，5  ¢  2，3，4，5 12，13，14 ¢ 10   

ββR  5、6，7，8，9   12   ¢   12   14，15，16，17  ¢ 14，15，16  19   ¢ 19   

4．アルゴリズム  

AlgorithmPHT   

血卯止角点配列8【1‥叶刊1・・nトctl‥れ・】，d【1・・m】   
Otltp止関節節点集合g  

Step17「R【1‥可，r上′【1‥可，β呵1・・可，βql‥柁】の構築  
（1）配列爪ケア月【1・・可を作成する   

foralli，1≦仁≦n・，inparal1eldo  

財Tj咋卜＝mれ（坤】，坤＋1】，…，と申け  

（2）配列r凡【1‥m】を作成する   

foralli，1≦i≦n，inparalleldo  

r月1ri卜＝i   

tbrall宜，1≦i≦γL－－1，inparalleldo  

I一昨】＞爪rrR【可thenrJ吊可：＝托  

else坤】＜財r呵J】を満たす最′トのブ（＞五＝こ対して，  
rRl【可‥＝ゴー1  

（3）配列〟T呵1‥可の再計算   

foral1i，1≦i5n，inparalleldo  

爪才rJ叫卜＝TT血（c帆c【豆＋1】，‥・，C［化け  
（4）配列rR2【1・・m】を作成する   

foralli，1≦i≦n，inpara11eldo  

T月2【i】：＝豆   

fora11i，1≦i≦n－1，inparalleldo  

Irdr五】＞朗丁児【m】thenrR2日＝＝几  

else坤】＜〟r呵ブ】を満たす最小のj（＞五＝こ対して，  
T兄21可：＝j－1  

（5）配列r呵1‥可を作成する   

foralli，1≦i≦n，inparalleldo  

r呵可：＝mα〇（r凡【盲】，rfi2【豆け   
同様の方法で，Tエ【1‥可，β呵1‥可，β上【1‥可を計算する  

Step2STR［1：n］，TL［1‖n］，BR［1．．n］，BL［1‥n］の構築   
Steplと同様の方法を用いる  

Step3代表節点集合P（T月），P（T⊥），P（β月）の構築   
同じrRの内容を持つ節点グループからgr月の内容が最′ト  

の節点を選択し，代表節点集合P（r月）の要素とする．この操作は  
配列r月【1‥可，gr呵1‥可に対して，TR【1‥m】の要素を優先的に  
辞書式順序に並列ソートを行うことによって実現可能である．同  

様の方法で，P（Tム），P（β月）を計算する．  
Step4判別集合βT尺【1‥可，βTエーl‥mトββ可1：司の構築   

foral1i，i∈P（TR），inparalleldo  
βT月【宣】＝（た＝車汀Ⅵ刷】＜た＜叫r月ド】トた∈N）   

同様の方法で，かTL【1‥可，ββR【1：可を計算する  
Step5関節節点の導出   

fora11i，i∈P（TR），inparalleldo  
αy∈βTR【豆】なる節点yに対して，β呵豆】＝＝r呵i】なら  

ばdgβ瑚＜cyが，そうでなければdβ坤】＜cyが成立するなら  

ば，r上申】を5に加える・   
foral1i，i∈P（TL），inparalleldo  

わェ∈βT川なる節点ごに対して，仇叩】＝＝r坤】なら  
ばd工＜cg叫lげ，そうでなければdェ＜c叫iIが成立するなら  

ば，r上回を5に加える．   
foraui，i∈P（BR），inparalleldo  

cy∈ββ尺【ま】なる節点yに対して，β月【乞】＝＝m叩】なら  
ばむ汀坤1＜αyが，そうでなければ毎瑚＜αyが成立するなら  

ば，β月【i】をぶに加える・  
End of Algorithm PHT 

アルゴリズムの解説と計算量の解析を行う・Stepl，2はr坤】  
の導出に配列〟T呵1：れ・】を用いているが，これは並列プレフィッ  
クス演算により0（乃〃0タ㍑）個のプロセッサを用いて0（Joタ乃）時  

間で計算可能である．財rJ叫】の計算では咽＜財r月【j】になる  
ような最′トのjを必要としているが．配列凡才T呵1：司が昇順に  
ソートされている特性を利用して2分探索を用いることで0（托）  

個のプロセッサを用いて0（上0タm）時間でγRll：司は計算可能で  

ある．Step3では並列ソートを2回実行すればよいので，0（m）  
偶のプロセッサを用いて0（logn）時間で計算可能である・Step4  

ではBrentのスケジューリング原理を適用すると0（n／lo9T7・）佃  

のプロセッサを用いて0（Joタ乃）時間で計算可能である．Step5で  
は配列可1‥可の要素をソートすることによって判別集合βT尺【豆】  

の各要素に対して並列に2分探索が適用可能である．これらの並  

列技法は代表的な並列計算機モデルであるCREW PRAM計算  

機モデル上で実行可能である．  

Theoreml 台形グラフG＝（t（E）において，全開節節点を  
求める0（m）佃のプロセッサによる0（Jogれ）時間の並列アルゴリ  

ズムをCRβⅣP月A〟計算機上で構築することが可能である．口  
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