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AHP，ANPの固有ベクトル法に対する最適化モデル分析  

01206313 静岡大学 関谷和之 SekitaniKa21uyuki  

この定理は，固有ベクトル法から得る重要度ベクトルが正  

であり，（スカラー倍を除いて）一意であることと，Sa且tyの  

解析法から得られる結果と一致することを保証する．つま  
り，評価行列の既約性は固有ベクトル法でもSaatyの解析  
法でも鍵となる．しかし，AHP，ANPの評価行列が必ずし  

も既約性を満たすとは限らない．既約でない評価行列に対  
して，評価グラフを強連結成分に分解し，以下に述べる固  

有ベクトル法のモデルを基礎とした解析手法が提案されて  

いる軋  

3．過剰評価率と最適化モデル  

非負行列の主固有値は次のように評価できる．  

定理3（Ftobeni11Sのmin－maX定理）n次正方行列C＝  
【cij］を非負行列とする・この時，任意のベクトルp＞0に  
対して以下が成立つ．  

1． はじめに  

AHPは1970年代Saa・ty【3】に提唱されて以来，現在までに  
数多くの意思決定問題において活用されている．また，大  
学のOR関係，経営科学関係の多くの講義でもAHPが紹  
介されている．   

AHPは，評価目的に別して評価項目の階層構造を作成  

し，評価項目や代替案は一対比較に基づいてそれぞれの一  
対比較行列を作成し，階層構造に則してそれぞれの解析結  
果から総合評価するという3段階からなる．AHPの解析で  

の特徴は，一対比較行列の主固有ベクトルを対象の重要度  
として与えることである．この解析法は固有べクトル法と  
呼ばれる．   

さらに，SaatyはAHPでの階層構造をネットワーク構  
造に拡張することを試み，これをANPと名付けた．ANP  
でもネットワーク構造と各対象の評価結果を超行列と呼ば  

れる行列で表現した．さらに，超行列をべき乗することで，  
対象の総合評価値を決定する解析手法を提案している．し  
かし，この解析方法では十分に解析できない評価構造もあ  

り，解析可能な評価構造の場合でも，冗長な解析手順を含  
む・一方，高橋【5】により，ある評価構造においては，ANP  
でのSaatyによる解析手法の結果は，固有ベクトル法のそ  
れに一致することが示された．   

本報告では，AHP，ANPの解析手法の基本である固有ベ  
クトル法に対して，その数学的基本概念とその最適化モデ  
ル【6】を紹介し，さらに，いくつかのAHPのバリエーショ  

ンやANPでの問題点に対して，統一的な観点からモデル  

分析できることを報告する．  

2．評価構造とmobenius定理  

AHP，ANPを統一的に議論するために，評価構造と評価値  

を表現する評価行列Cを導入しよう．れ個の対象に対して  
相互評価が行われた結果をれ次の評価行列Cにより，次の  

ように表現する■第（ま，ブ）要素ciJには，対象メから見た対  
象壷の評価値を与える．ただし，対象jから見た対象宜の  
評価が存在しない場合はc‘j＝0とする・評価値は一般に  

正の値であるので，評価行列Cは非負行列である   

非負行列の絶対値最大固有値は以下の性質をもつ．  

定理1γl次正方行列Cが非負行列であれば，  
J．Cの絶対値最大固有値には非負なものが存在する．   
g．非負の絶対値最大固有値に対応する非負の固有ベクト  
ルむが存在する．  

非負行列Cの絶対値最大固有値を達成する非負の固有値  
を主固有値と呼び，A（C）と記す・行列の既約について紹  

介する．非負行列Cが既約であることの必要十分条件は，  
cfJ＞0ならば，またその時に限り点jから点盲への枝を結  
ぶことで生成されるグラフGが強連結となることである．  

このグラフCの枝（哀，ブ）の重みをcijとしたネットワーク  
を評価のネットワークと呼ぶ．さて，既約非負である評価  
行列に対して次の性質が成立つ．  

定理2（Perron－Frobeniusの定理）n次正方行列Cが既  
約非負行列であれば，  
J．A（C）＞0であり，A（C）はCの固有方程式の単板で  
ある．   

g．A（C）に対応する正の固有ベクトルuが存在し，さら  
に，正の固有ベクトルであればuのスカラー倍である．  

∑完1CiJpj／▲′ハノー〈＿． ∑完1Ci溝  
≦A（C）≦ iれ  

mln  
i＝1，・・・，れ   pi  pi  

さらに，Cが既約であれば，2つの最適化問題  

∑完1C刷  
，   （3．1）  

（3．2）  

maX mln   

p＞Oi＝1，・・・，れ  pi  

∑完1C刷  
mln maX   
p＞0た1，‥リn pi  

の最適値それぞれは，A（C）と一致し，それぞれの最適解  
はCの正の主固有ベクトルに限る．主固有ベクトルでない  
p＞0に対して次の不等式が成立する・  

∑完1C潮ノ▲′爪ノ…▲＿＿ ∑完1C刷  
（3．3）  ＜A（C）＜ max  

i＝1，…，几  
mln  

釣   i＝1，‥・，n pi  

さて，問題（3．1），（3．2）を評価ネットワークの上で解釈しよ  
う．点iで発生するポテンシャルを釣として，′点ブから  

枝（j，五）により点豆に流入するポテンシャルをc‘jpJとす  

る・すると，問題（3・1），（3・2）の各分数式（∑完1C刷）／釣  
の分子は，点豆に流入するポテンシャルの総量であり，分  

母は点iのポテンシャルそのものである．したがって，比  

（∑完1C刷）／釣は・点豆で発生するポテンシャルと流入す  

るポテンシャルのずれを示しており，問題（3．1）は最小比  
を最大にすることで，問題（3．2）は，最大比を最小にする  
ことで，各点豆でのポテンシャルのずれを均一化すること  

を意味する．点豆で発生するポテンシャルを対象iが自己  
評価して自己申告した価値として考え，勒として自己評価  
した対象ブによる対象豆の価値をcfJpJとする∵釣を自己評  

価値，C刷を対象jによる対象盲の外部評価値と呼ぶ・そ  
して，∑鱒C刷は対釦以外から見た対象宜の総価値で，  

これを外部評価値と呼ぶ．cll＝…＝ Cれnであれば，  

∑砂C‘溝  
maX mln   

p＞0た1，‥りれ  pi  

∑耕Cijpj  
mln maX   

p＞0た1．…，れ  pi  

の最適解はCの正の主固有ベクトルである．なお，AHPの一  

対比較行列やANPの多くの超行列は，Cll＝…＝ C佃であ  
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る・過剰評価率を∑挿Cijpj／piとすれば，問題（3・4），（3・5）  

は過剰評価率のばらつき最小化問題である．つまり，過剰  

評価率のばらつき最小化問題を解くことが固有ベクトル法  

であるという1つの解釈が成立っ．   

なお，打iを他の点から点iへ結ぶ枝の総数とし，過剰評  

価率を∑j≠苗pj／（耳動）と考えるのも自然である・する  

と，ばらつき最小化問題は，  

∑J≠t伊jl・l  
（4・2）  

mln   
v‘∈g‘ 9iひiりi   

を望むものとする・問題（4．2）の最適値は，他の代替案に  
対する代替案豆の評価態度の厳しさを示す．さらに，次の  

段階で，評価態度が全代替案の中で最も厳しくなることを  
目指し，各代替案まは係数9iも正の範囲で選択できるもの  

とする．代替案盲は，選択による損失を  
∑耕Cijpj  ∑耕Cijpj  

maX mln  ，mln maX  
∑赫沌世扉  p＞0た1∴れ 垢pi’盲Sすi≦丁これ  垢pi  

であり，Cll＝‥・＝C佃，〟1＝…＝ 〝れであれば，これら  

の問題の最適解はCの主固有ベクトルである．   

不完全情報下でのAHPの一対比較行列Cに対しては，  
それ特有の解析方法が提案されているが，上記モデルでは，  

完全情報の一対比較行列と区別なく扱える．   
ゲーム論のモデルから固有ベクトル法を考えてみよう．各  
対象は最大過剰評価率max正し‥，。∑挿C刷／piを得る  

ことを望み，自己評価値piを独自に決定することができる．  

対象五の損失関数を，  

mln  ‾■  －   mn  

．∴    γi∈5i 9ルtlJl  ヒた＋1，‥・，れ  

で測定する・ある係数ベクトルすに対して各代替案五がど  

のように係数郁を動かしても損失が減少しない場合，つま  

り各哀＝た＋1，…，れに対して   

エi（融＋1，‥．，昏ト1，恥旬＋1，…ふ）≧〟（百）∀飢＞0（4．3）  

であれば・m転∈5‘∑ブ≠沌扉叫（帥iui）の最適解かと  

窮の対を代替案盲の均衡戦略と呼ぷ．（4．3）を達成するウ  

は代替案において合意形成された評価項目への評価値群で  

ある・同様に，maX－′∈n5‘A（C（Ⅴ））の最適解を均衡解と  

して持つゲームを構成できる．なお，∫iは凸多面体であ  
り，さらに，あるβ‘が存在して任意のり∈ぶiに対して  
ひ㌦＝♂iであることが豆＝1，…，れで成立てば，問題（4．1）  

及びmaxl′∈n5‘A（C（り）を効率的に解くことができる【41・  

5．おわりに  

本報告では，固有ベクトル法のモデルをいくつか提示した．  

これらのモデルには意思決定者の意図を組み込むことが可能  

である．例えば，意思決定者の重要度ベクトルに対する意図  

が線形制約式で与えられたならば，それらを問題（3．4），（3．5）  

等に組み込めば良く，このモデルを解くには，Dinkelbach  
タイプのアルゴリズム【1】を利用すれば良い・また，ANP  

において，各代替案から評価項目への評価値に対する意図  

はSiに組み込めば良い．具体的には，DEAや区間AHP  

を利用することでβiを規定することもできる．   

本研究の遂行にあたり，日本学術振興会奨励研究ANo．  
11780328及び静岡大学工学振興基金の援助を受けた．  
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∑榊Cりpj ∑挿C刷  
エt（p）＝ 

た，れ  
pた  pi  

とする・この時，全ての豆＝1，，．一，れで以下の式が成立す  

る正のベクトルβを均衡解と呼ぶ．  

エ1声1，…，永＿1，裾戸叶1，．‥，み）≧エi（β）吻＞0  

このゲームの均衡解は評価行列Cの主固有ベクトルと一致  

する・つまり，各対象がどのように自己評価値釣を動かそ  

うとも，損失を減らすことができない均衡状態になった時  

の自己評価値ベクトルがCの正の主固有ベクトルである．  

したがって，固有ベクトル法の意味を各対象の独自の行動  

による所産として捉えることができ，主固有ベクトルは全  

対象における合意形成の結果とも考えられる．  

4．ANPにおける評価値の安定化  

評価項目（1，‥・，た）と代替案（た＋1，…，乃）の相互評価構  

造を持つANPを考えよう・評価項目（1∵‥，た）から代替  

案まへの評価値群をた次元行ベクトルぴl＝【cil，．‥，C沌】  

とする・代替案盲から評鱒項目（1，…，た）への評価値群を  

（m－た）次元列ベクトルが＝h＋1i，…，Cm‘】Tとする・経  

験的事実としてがIま不安定であること【21が知られている．  

そこで，∫fをviの存在範囲とし，コンパクト集合とする．  

ひiを第i行ベクトルとして持つ行列をⅣ，Vjを第ブ列ベク  

トルに持つ行列をⅤとする．ひiujをクロス評価値と呼び，  

（ひiuj）／（ひJ㌦）を第（豆，ブ）要素とする評価行列を考える．第  
（盲，ブ）要素は対象Jから見た対象盲の一対比較値である．な  

お，この評価行列はl′に依存して決定するので，C（l′）と  

する・主固有値最小化問題（4．1）を解き，最適解ウを評価  

項目（1，‥・，た）からの代替案（た＋1，…，乃）への評価値群  

とする．  

人（C（用   

、′   
（4・1）  

ここで，l′∈nぶ㌧は全ての宜＝1，‥・，たに対してv‘fβ‘  

であることを意味する・問題（4．1）の最適解ウとC（l′）の  

左主固有ベクトルは，以下のゲームの均衡状態における各  

代替案の均衡戦略と一致する．   

9iを単位あたりのクロス評価値に対する代替案まの満足  

度とする．各代替案iは自己の評価基準γi∈ぶiをうまく  
選択することで，自己評価による満足度押流如こ対する他  

の代替案に与える満足度の総和の比を最小化  
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