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1 はじめに   

本論文では、有限段制御マルコフ連鎖において最小  

型評価値が所定の値以上になる閥値確率を最大化す  

る問題を考える。この間値確率制御問題に対して2  
つの動的計画法－（1）パラメトリック法、（2）  

全履歴法一によって共通の最適解が得られるこ  

とを示す。いわゆる加法型評価の期待値最適化問題  
ではマルコフ政策クラスの中で最適政策が得られ  

る。すなわち、マルコフ政策は十分である（【3】）。こ  
れに対して、「閉値確率」制御問題ではより広い一  
般政策クラスに最適解が得られる。すなわち、閥値  
確率制御問題ではマルコフ政策は十分でない。（1）  
パラメトリック法では「拡大」マルコフ政策クラス  

で最適化し、（2）全履歴法では原始政策クラスで  
最適化する。原始政策クラスで得られた最適政策を  
一般政策クラスに圧縮して、求める最適政策が得ら  

れる。さらに、3状態2決定2段モデルに対して2  
つの方法によって具体的に最適解を求め、一致する  
ことが示される。   

2 確率制御問題  

本節では、不確実性の下で最小型評価の確率制御を  
考える。以後全体を通して次のデータが与えられて  

ただしγm＝r乃（ズれ，［ん），γ〃＝r〃（ズ〃）で、y～  

p（・－∬，u）は現時刻の状態が∬、決定が視であると  

き、次の時刻で状態yへ確率p（yI∬，祝）で推移するこ  
とをあらわす。またj芯は条件付き確率p（・卜，・）、  

政策グ＝（Jl，J2，…，J〃）及び初期状態霊1∈ズに  

依存して定まる全履歴空間ズ×こ反ズ★【叔・‥×扱ズ上  

の確率測度を表す。したがって、意志決定者が一般  

（現在までの状態列に依存する）政策Jを採用する  

と、最大化問題（1）の閥値確率は「部分」多重和  

筍（γ0∧rl∧…∧rⅣ－1∧γⅣ≧c）   

＝ ∑∑…∑plp2…抑  （2）  

（〇1，エ2，．‥，エ〃）∈（＊）  

（伽＝p（∬乃I∬乃＿1，鋸乃＿1））  

で表わされる。ただし、多重和をとる領域（＊）は  

ro∧γ1∧…∧rⅣ＿1∧rⅣ≧c  （3）  

（r乃＝rれ（∬れ，別れ），γ〃＝γⅣ（笹Ⅳ））  

を満たす（∬1，∬2，‥．，ご〃）∈ズ×ズ×…×ズ全体  

にわたる多重和である。ここに、式（2），（3）におけ  

る決定列（叫，叫，…，uⅣ二1）は一般政策け＝  
（Jo，．‥，J〃－1）を通して定まっている：   

叫＝グ0（∬0），祝1＝Jl（∬0，∬1），…，  

鮎Ⅳ＿1＝JⅣ－1（∬0，∬1，‥・，∬Ⅳ－1）・   

一般に、確率変数yがc以上になる確率P（y≧  
c）は、数直線ガ上の区間【c，∞）の定義関数  

いるものとする：  
．Ⅳ＞2  

ズ＝（β1，‥・，βp）  

打＝（α1，‥・，αた）  

∬れ∈ズ  

‰∈【J  

γれ：ガ×打→月1  

rⅣ：ズ→月1  

p＝（p（・卜，・））  

終端時刻  

状態集合  

決定集合  

時刻れにおける状態  

時刻几における決定  

第れ段利得  

終端利得  

マルコフ推移法則  

p（yl∬，祝）≧0  
∑y∈ズp（γl∬，餌）＝1  

基準値  

一般政策  

原始政策  

〈 

ゆ（y）：＝1h∞）（y）：＝  

を通した確率変数中（y）の期待値呵ゆ（1′）】で表わ  

される：  

P（y≧c）＝句中（i′）］・   

このことに注意すると、一般問題（1）の閉値確率  

は定義関数¢＝中（y）を通した期待値になる：  

環（ro∧…∧γⅣ－1∧γⅣ≧c）  

＝ 属㌫【中（ro∧…∧γⅣ－1∧rⅣ）】・  

cE R11 

J＝（Jo，Jl，‥・，JⅣ－1）  
〝＝（川，仙‥・，〃Ⅳ－1）  
このとき、次の間題を考える：  

Max j芸（γ0∧rl∧…∧γⅣ－1∧rⅣ≧c）  

s．t．（i）耳叫1～p（・1∬れ，視れ）  
（ii）祝几∈打 几＝0，1，…，〃－1  

（1）すなわち、「部分」多重和は定義関数を通した「全」  

多重和に等しい。  
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4 原始政策クラス問題  

さらに、（1）に対しては、原始（全履歴に依存する）  

政策クラス上の問題が考えられる：  

Max 瑞（ro∧…∧rⅣ－1∧rⅣ≧c）  

S．t．（i），（ii）  

これに対しては、後向きの再帰式が成り立つ：  

定理4．1（後向きの再帰式）  

ズ              勒（ん）＝慧恕∑勒・1（九，叫Ⅷ）p（抽祝）  

3 拡大マルコフ政策クラス問題  

問題（1）に対して、過去値集合列（Aれ）を   

Ao：＝（入0）入0は、γれ，r〃の取り得る最大値   

Aれ：＝（入れ】入m＝γ0∧…∧γm＿1，  

（∬0，叫，…，∬几＿1，uれ－1）  

∈ズ×Ⅳ×…×ズ×打）  

m＝1，．‥，Ⅳ   

で定義すると、次の前向きの再帰式が成り立つ：   

補題3．1（前向きの再帰式）   

Ao＝（入0）  

Aれ＝（入∧rm－1（∬，可1入∈Aれ－1，（∬，u）∈ズ×ぴ）  

几＝1，2，…，Ⅳ．  

さらに、第m段までの過去値確率変数A乃：  

Ao：＝入0 ただし入0は十分大きな定数   

Å沌 ‥＝ro（∬0，仇）∧…∧rれ●1（ズ乃」，軋＿1）  

を導入すると、拡大状態空間列（ズ×Amば上の終  
端型期待値評価問題   

Max 耳帥（Å〃∧rⅣ（ズⅣ川  

s．t．（i），（ii）n＝0，1，‥．，N－1  

（i）′Å…1＝Åれ∧rれ（二㍍，軋）  

が考えられる0ただし、帥＝（ヱ0；入0）・ここに句ム  

は、初期状態yo、拡大マルコフ政策7および新マ  

ルコフ推移法則9によって拡大状態空間列上に定  

まる確率測度j認に基づく期待値作用素である。   
この終端型問題に対して、拡大状態yれ＝（訂れ；入乃）  

から始まる部分問題  

Max 乾【ゆ（ÅⅣ∧r〃（ズ〃川  

s．t．（i），（ii），（i），n～Nil  

の最大値をⅦれ（ym）とすると、次の再帰式が成り立  

つ（【2］）‥  

定理3．1（後向きの再帰式）  

餌〃（∬；入）＝¢（入∧r〃（ヱ））  ご∈ズ，入∈AⅣ  

現れ（ご；入）＝浩餌頼（y；入∧γn（∬，W））p（由）  

ご∈ズ，入∈Aれ，0≦几≦Ⅳ－1．  

y∈  

九∈仇，1＜几＜Ⅳ－1  

ひ〃＋1（ん）＝ゆ（γ0∧‥・∧rⅣ＿1∧rⅣ）  

九∈勒．   

5 3－2－2モデル   

ここでは3状態2決定2段間題を考える：   

Max 瑞（γ0（仇）∧rl（坑）∧r2（弟）≧0・7）  

S．t．（i）ズ乃＋1～p（・l∬れ，視れ）   
（ii）叫∈ぴ，叫∈打  

几＝0，1  

数値例として、Bellman＆Zadeh（［1】）の問題を考  

え、2つの方法で共通の最適解が得られることを  

示す。  

【各段評価】   

γ2（β1）＝0．3 r2（β2）＝1．O r2（β3）＝0．8  

rl（α1）＝1．O rl（α2）＝0・6  

γ0（α1）＝0．7 γ0（α2）＝1．0  

【推移確率】p（∬小串れ，視れ），れ＝1，2  
祝n＝α1  11n＝  

ご，．＼∬れ＋1   β1  β2  β3   

β1   0．8 0．1 0．1   

β2   0．0 0．1 0．9   

β3   0．8 0．1 0．1   

∬れ＼ごれ＋1  β1  β2  β3   

β1   0．1 0．9 0．0   

β2   0．8 0．1 0，1   

β3   0．1 0．0 0．9   
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