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1 はじめに  

プロジェクトスケジューリング問題とは，与えられた  

先行制約の下，各作業の処理をいつ開始するかを決定す  

る問題である．スケジュールの評価尺度としては，最大  

完了時刻や納期遅れ和など，いわゆる正規尺度（regular  
measure）がよく用いられるが，現実には，重みつき納期ず  

れ時間和など非正規尺度が求められることも少なくない．  

そこで本研究では，それらを含む問題として分離可能凸  

型コスト関数をもつプロジェクトスケジューリング問題  

（Project SchedulingproblemwithaSeparableConvex  

costfunction，PSSC）をとり上げ，最適スケジュールを求  

める多項式時間アルゴリズムを提案する．   

2 問題定義   

J＝（1，2，．．．，几）を作業集合とする、各作業壱∈Jは処  
理時間piを持ち，処理を開始すると完了するまで中断す  
ることはできない．さらに，各作業壱に対して凸型コスト  

関数ctが与えられ，その開始時刻∬iに応じてci（∬五）の  

コストが発生する．また，Pを作業間の先行関係を表す半  

順序とする．すなわち，（壱，j）∈Pのとき，作業豆は作業  
Jに先行すると言い，五の処理が完了するまでjを開始す  

ることはできない．   

PSSCは，先行関係Pにより与えられる先行制約を満  

たした上で，総コストが最小となるよう，各作業壱の開始  

時刻ごiを求める問題であり，以下のように定式化するこ  
とができる．ただし，各エ‘．は非負の整数値を取るものと  

し，各釣も非負整数であるとする：   

（PSSC）min∑ci（xi）  
l  

s・t・エゴ－ごi≧pi，（五，j）∈P，  

ごi：非負の整数，五∈J．   

以下では，各ciは最小値min。．≧OCi（ェi）を持つと仮定す  

る．また，各∬iが整数値を取ることから，各ciは区分線  
形関数であると仮定し，その区分数をエiで表す．   

なお，各コスト関数ciが単調増加関数であるとき，また  

は各作業に対して先行作業が高々一つであるとき，PSSC  

は効率良く解けることが知られている甘   

3 最適性条件   

PSSCの最適性条件について述べる．PSSCの実行可  

能解諾に対して，有向グラフC（訂）＝（∫，A（諾））を，  

J＝（1，2，…，可，  

A（諾）＝（（五，J）∈Pl〇ゴーエi＝釣）  

と定義し，  

〈 

－∝〉，  〇t＝0，  

Ci（ヱi）－Ci（ごi－1），：㍉＝1，2，．‥，   
釘（ェ壱）＝  

dJ（∬i）＝Ci（∬イ＋1）－C雪（∬i），∬i＝0，1，…  

とする．PSSCの実行可能解xが最適であるための必要  

十分条件は，   

dJ（∬i）≦∑裾－∑軋た≦dJいi），  
（たけ）∈P  （i，た）∈P  

brall宜，  

エゴーごi＞釣⇒yi，J＝0，braユ1（壱，J）∈考  

を満たす非負ベクトルγ＝（y五，J≧呵（壱，j）∈P）が存在  

することであり，この条件を変形することにより以下の定  

理が得られる．  

定理3．1PSSCの実行可能解諾が最適解となる必要十  

分条件は，有向グラフG（託）＝（∫，A（諾））の任意の閉包集  

合（closure）C⊆Jに対して，  

∑耳（ご‘）≧0，かつ  

i∈C  

∑釘（ェ‘）≦0  

咤C  

が成立することである．ただし，有向グラフG＝（J，A）  

の閉包集合Cとは，  

壱∈C⇒j∈C， brall（五，ゴ）∈A  

を満たす節点集合C⊆∫のことである、  ［コ   
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4 アルゴリズム  

本節では，定理3．1に基づいたPSSCアルゴリズムを  

提案する．これは，最適性条件（2）を満たす実行可能解か  

ら始め，実行可能性と条件（2）を常に満たしつつ，最終的  

には条件（1）も満たすよう解を修正していくアルゴリズ  

ムである．   

まず，各作業五の開始時刻∬lを，先行制約を満たす最  

早開始時刻に設定する．すなわち，  

諾i‥＝maXiO，（ェた＋凱‖・  
（  

（これは，作業集合Jの，先行関係Pに対するトポロジカ  

ル整列Jl，J2，…，ケれ，すなわち，（Jた，Jg）∈P⇒た＜ゼ  

を満たす順列を求めることで計算できる．）このようにし  

て得られる諾は，条件（2）を満たす実行可能解である．   

次に，諾が条件（1）を満たすかどうか判定する．こ  

れは，最小重み閉包集合問題（minimumweightclosure  

problem）を解くことで判定できる．最小重み閉包集合  
問題とは，各節点壱に重みwiが与えられた有向グラフ  

G＝（J，A）に対して，重みの総和∑i∈C叫が最小とな  

る閉包集合C⊆∫を求める問題であり，最小カット問題  

に帰着することで解くことができるr2トすなわち，条件  

（2）を満たす実行可能解諾に対して，有向グラフG（認）の  

節点の重みを叫＝dJ（ヱi）（去∈J）と定めるとき，最小重  

み閉包集合C＊が  

∑釘（ごi）≧0  

i∈C●  

（3）   

を満たせば，諾は条件（1）を満たし最通解となる．一方，  

∑i。。．吋（ェi）＜0であれば，C＊に含まれる作業の開始  
時刻をまとめて遅らせることで，実行可能性と条件（2）を  

破ることなくコストを減少させることができる．したがっ  

て，この手順を繰り返すことで最適解を得ることができる．   

以上をまとめると，PSSCを解くアルゴリズムは以下の  

ようになる．   

PSSCアルゴリズム  

とした後，た：＝た＋1として手順た－（1）へ．ここで，   

∂1＝min（∬ゴーごi一都1（壱，J）∈P，盲∈C＊，J≠C＊），  

∂2＝恕min（∂：正整数祀（ごi）≠吋（ち＋研・   

手順か（2）における∂1，∂2は，作業i∈C＊の開始時刻  

増加後，それぞれ実行可能性，条件（2）を満たすことを保  

証するためのものである．   

なお，手順たの繰り返し回数は，上記のアルゴリズム  

のままでは入力サイズの多項式では抑えられない．しか  

し，手順か（1）で最小重み閉包集合が複数存在する場合，  

その中から常に節点数最小のものを選ぶことにすれば，  

エ＝∑木（すなわち，コスト関数ciの区分数の合計）と  

して，繰り返し回数は0（エ）となることが示せる．  

定理4・1PSSCは，0（L・T（n，lPJ））の計算手間で解くこ  

とができる・ここで，エ＝∑iエ‘はコスト関数ciの区分  

数の合計，r（几，m）は，節点数m，枝数mの有向グラフの  

最小カットを求めるのに必要な計算手間である．   口   

5 実装   

前節のアルゴリズムを実装する際，以下の修正を行うこ  

とで，最悪計算時間は変わらないが，実際の計算時間を減  

らすことができる：   

（i）手順♭（1）で最小重み閉包集合C＊を求める際，有   

向グラフG（諾）を連結成分に分解し，それぞれに対  

して最小重み閉包集合問題を解く．  

（ii）手順た－（2）において，開始時刻エi（五∈C＊）をす   

べて一律に増加させるのではなく，C＊を，C＊によ   

って誘導されるG（ご）＝（J，A（正））の部分グラフ上   

の連結成分Cご，C；，・‥，C左に分解し，各C芸（ん＝   

1，2，…，ガ）ごとに開始時刻∬i（盲∈C芸）の増加量を  

定める．   
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手順0（最早開始時刻）   

各作業盲の開始時刻エtを最早開始時刻に設定する．   

た‥＝1として手順か（1）へ  

手順h（1）（最小重み閉包集合）   

節点の重み叫＝打（ェ宣）（五∈J）をもつ有向グラフ   

G（ェ）に対して，最小重み閉包集合C＊を求める．C＊   

が（3）を満たせば終了．〇は最適解．さもなくば手   

順た－（2）へ  

手順た－（2）（開始時刻増加）  

各盲∈C＊に対して  

ヱi‥＝ごi＋min（∂1，∂2）  

－101－  

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




