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多くの線形計画法の木では，強双対定理の甜川ま，lit  

体法の正当性から早かれている串が多い．しかしながら，  

単体法の有l乳性の証明や，2段押掛1i体法の詳細は決して  

備中なものではない．また非線形計朋のⅠくKT条件の特  

殊形として示そうとしても，適川できる簡単な制約想定  

が無し、ため，その証印＝ま安易ではない．そもそも最適削  

があるかという問題についても，許容領域のコン／くクト  

性が保言正されず，決して月明ではない．   

実は強双対定理の証明は，許容仰の〝在件，つまり線  

形不等式系の解の存在惟の特長付けと本質的な関わり  

がある．線形不等式系の解の〝在件については，以卜の  

Fark那の補題と呼ばれるものが成り立つ．   

集合∫と集合（刀に対し，5∪（刀を∫＋jと  

蕗く．またj ∈ ∫の時，∫＼（力を∫－jと善  

く．集合∫，J，J，〝がJnJ＝Jn∬＝〝nJ＝  

¢ と∫ ＝JuJu∬ を満たすとき，J，ノ，〝は∫  

の分割であると言う．本稿では，通常知られている  

Farka＄の補題より－・・般的な形式の以卜の＿l三張を紺りける．  

0＞否Tb＝百TA吉   

＝∑‘∈∫哲TA喬＋∑‘。J謬TA高＋∑‘∈∬軒A岳   

＝∑‘∈∫哲TA高＋0＋0≧0  

となりオ盾・ゆえにズ（J，J，〝）とy（J，J，〝）が同＝‡に  

解を持つことは無い．以Fではズ（J，ノ，∬）とy（J，ノ，∬）  

の－－・ノノが要素を持つ解を，Jの要素数に関する帰納法を  

川いてホす．  

（1）けl＝0の場介・祁題1において証明する・  

（2いド幣数たに関して，けl＜ぉならば補題の主張が成り  

立つと仮定して，けl＝ぉの場介を示す．  

J申の要素を1つ遊びJとする．以下では6つの免合   

ズ（J，ノ，∬），ズ（J－J，J＋J，∬），ズ（J－J，J，∬＋り，   

y（J，ノ，∬），y（J－らJ＋J，∬），y（J－J，J，∬＋り，  

について議論する．これらの集合の定義中の制約を衷1  

に倣ってまとめると，次のようになる．  

衷2．制約の－－・覧表．  

添え字   J－J J   J  〝   

ズ（J，J， ∬）  非負 非負 自由 ゼロ   
ズ（J－J，J＋J， ∬）  非負 自由 自由 ゼロ   
ズ（J－J，J，〝＋り  非負 ゼロ 自由 ゼロ   

l′（J，J， 〝）  非負 非負 ゼロ ド川・l   
y（J－J，ノ＋J， 〟）  非負 ゼロ ゼロ 目山   

y（J－J，J，〝＋り  非負 自F【t ゼロ 1三＝lI  

ズ（J－㍉J，〝＋りはズ（J，J，∬）の定義の勘≧0を  

諾！＝0に換えた物なのでズ（J，J，〝）⊇ズ（J－～，J，〝＋  

りが成りさtつ・よってズ（J－り，∬＋り≠¢ならば  

ズ（J，J，∬）≠¢である．ゆえにズ（トり，∬＋り＝¢の  

場合のみ議論する．帰納法の仮定より，ズ（トり，Ⅳ＋り  

とy（J一石J，〝＋りは■J●度－－・方が非空となる二解から，  

y（ト」ノ，Ⅳ＋J）が非空の場合のみ談論する・   

同様に，y（トり＋J，∬）の定義はy（J，ノ，∬）の定義の  

yTA‘≧0をyTAJ＝0に換えた物なので，y（J，J，〝）⊇  
y（トり＋J，〝）が成り☆ち，y（トり＋J，Ⅳ）≠¢なら  

ばy（J，J，∬）≠¢である・ゆえにy（トらJ＋J，∬）＝¢  

の場合のみ議論する．帰納法の仮定よ り，2つの張合  

∬（ト㍉J＋J，打）とy（トらJ＋J，〝）はj‘此・リノが非  

空なので，ズ（トり＋J，∬）が非無）場合のみ1菰■諭する・  

証明；豆∈ズ（J，J，〝）かつ否∈y（J，J，〝）、とすると，  
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について議論する．ズが空でなく，要素才，yを持つな  

らば，弱双対定理より明らかに訂，yはそれぞれPとD  

の最適解であり，PとDの最適植もー－・致する．以Fでは，  

P，Dがそれぞれ実行可能解を持つにもかかわらず，ズ  

が空であると仮定をして矛盾を導く．スラック変数gを  

導入し，ズの不等式系を見やすく薄くと，  

上記より，以下の要素が存れする場合のみ議論すれば  

良い；］雷∈ズ（J－り＋J，〝），］百∈y（トり，〝＋り・   

解吉，百の定義より，  

0 ＞ 百Tむ＝百T（A車）   

＝ ∑‘。ト浮TA淫汗百TA向＋∑‘∈几ば否TA高   

＝ ∑‘。ト∫釘A‘雷‘＋否TA向≧哲TA何  

となり，哲TAI＞0または雷ー＞0が成り＿立つ．  

百TAt＞0ならば，謬はy（J，√∬）の要素である．  

吉I＞0ならば，雷はズ（り，〝）の要素である・ ■  

A  0  0  ロ  －AT むT  －CT  

補題1：〟をmxれ行列とする．以下の2つの集合の  

うち丁度1つが要素を持つ．  

ズ（叫b）＝（訂∈Rれl〟訂＝り，  

y（〝，b）＝（y∈R－れIyT〟＝OT，yTむ＜0）・  

¢≧0，β≧0，  
＼  

となる，ただし，Ⅰはl田立行列を表し，0は適当なサイズ  

の零行列を表す．払rkasの補題（一般形）より，ズが空  

ならば次の線形不等式系の解集合  

y＝（（wT，ZT，9）丁∈R叫両1 l  

wTA－qCT≧OT，ZT≧OT，q≧0，  

一之TAT＋9♭丁＝OT，WTむ一之Tc＜0）  
が非空となる．以下ではyが要素（面丁，亨T，引Tを持つ  

と仮定してオ盾を噂く．畜，哲をP，Dの実行可能解とす  

ると，弱双対定理よりcT畜一宮Tむ≧0が成り立つが，  

0 ＞面Tb－CT吉■＝面T＾否－CT富≧否CT雷－CT吉   

≧否CT雷一面TA言＝百CT雷一否丁砂   

＝育（cT富一面丁む）≧0．  

となりオ瓜  ■   

Farkasの補題を強双対定理から導くことは容易であ  

り（例えば【2】参照），逆に臨rka＄の補題から強双対定則  

も容易に導かれるしl二記の証明や【1】参照）事から，この2  

つは殆ど等価な牲質に見える．ではどちらがより始原的  

なのか？Farka5の補題は許容解の存在性について述べて  

おり，強双対定則ま最適月別こついて述べている．最適解  

があるのならば許容舶は当然存在するのだから，Farka5  

の補題の方がより簡単で本質的な性質と考えるのは仁I然  

だろう．実は，Farkasの補題と強双対定理を，数値の符号  

のみに注月した組合せ的な賄造に拡張した場合，Farka5  

の補通が成り立っていながら，強双対定理が成り立たな  

い状況が存在する事も知られている【3】・   
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証明：ベクトルむを几オの列ベクトルの舶る  

直交射影して得られるベクトルをむ′とし，否＝b′－む  

と定義する．直交射影の定義より【］吾，b′＝〟雷】と  

ほ丁〟＝OT】が成り立つ．否の定義より，否丁む＝  

謬T（あ′一列＝百丁〟雷一豚It2＝一個Il2≦0である．  

（i）哲Tb＜0ならば，否TM＝OTより哲∈Y（M，b）≠¢  

となる．  

（ii）哲Tb＝0ならば，0＝否Tb’＝－1馴2より否＝0  

が成り立ち，〟吾＝b′＝む′－0＝む′一面＝bとなり，  

雷∈ズ（〟，む）≠¢である．  ■   

上記の言正明の特徴の1つは，構成的な宰である．すな  

わち上記の証明は，Farkasの補題の主張をホすべクトル  

を実際に求める有限時間算法になっている．その際補題  

1の直交射影には，グラムシュミットの直二交化法を川い  

る事ができる．   

最後に，Farkasの補題を用いて双対定理を祉1日しよ  

う．m，nを任意の正整数とし，A，む，Cをmxn実行列，  

m次元実ベクトル，n次元実ベクトルとする．次の線形  

計画問題Pとその双対問題Dについて議論する．  

P：maX（cT訂IA正＝b，正≧0），  

D：min（yTblyTA≧cT）．  

弔双対定理：2つの線形計画澗腰PとDの任意の実行  

可能解の対雷，哲は，CT雷≦否Tむを満たす．  

証明：問題P，Dの定義と雷，吾が各々の実行叶能解で  

ある車力、ら百Tb＝哲TA雷≧cT育となる．  書  

強双対定理：2つの線形計画問題PとDのどちらも  

実行可能解を持つならば，PとDのいずれも最適斬を  

持ち，最適帆ま－－一致する．  

証明：不等式系  

A訂＝b，訂≧0，  

ATy≧c，CT正≧むTy  
疋∈Rれ，y∈Rm  ズ＝  
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