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2．基本的性質   

ひ＊＝（∬＊，y＊，ZりをKKT点として，ぶ＊を  

g＊＝（（ェ＊，y，Z）l∇。エ（ご＊，y，Z）＝0，Z≧0，Z∬＊′＝0）  

で定義されるKKT点の集合とする．以下で述べる仮定  

により，点w＊は唯一となるが，点yとzは一意に決  

まるとは限らない．点ひと集合g＊の距離を  

∂（可＝‖ひ一叫！  

と定義する．   

次の定理はHagerandGowda［1】で示されている結  

果から得られるものであるが，本稿の議論の鍵となるも  

のである．  

【定理1】関数Jとタが∬＊において2回微分可能で，  

A（ェ＊）γ＝0，γi＝0，豆∈川z；＞0）と明≧0，宜∈  

（申；＝Z；＝0）をみたす任意のγ∈Rれに対して，正  

定数モが存在してγt∇芝エ（w＊）γ≧引洲2が成立すると  

する．それぞれの豆に対して∬；≧0あるいは勾≧0  

で，ひ＝（∬，y，Z）上がひ＊に十分近いとき  

1．はじめに   

本稿では，非線形最適化問題   

最小化 ／（∬）， ご∈Rn，   

条 件 タ（∬）＝0，∬i≧0，豆∈Jp⊂（1，2，…，m）  

を解くための主双対内点法を考える．ただし，J：Rn→  

Rl，タ：Rれ→Rm，Jpは添字集合でp＝けp】とす  

る．ここで，行ベクトルがe‡，ま∈Jpから成るpxm行  

列をβとすれば，非負条件はご′≡丘七≧0と書ける．  

Lagrange関数をL（w）＝f（x）－yt9（x）－ZtExと定義  

したとき，Karush－Kuhn－Tucker（KKT）条件は  

ら二三三．＿丁き  ＝0，ご′≧0，Z≧0，  γ0（ひ）＝  

で表される．ただし，lU＝（∬，訂，Z）£とし，y∈Rmと  

z∈Rpはそれぞれ等式制約条件と非負条件に関する  

Lagrange乗数であり，また，A（x）をその行ベクトルが  

∇飢（∬）tからなるmxm行列，ズ′＝diag（ごi，‥・，∬；），  

Z＝diag（zl，…，Zp），e＝（1，…，1）亡∈Rれとする・   

主双対内点法は，バリヤパラメータ〃＞0に対して  

バリヤKKT条件：  ∂（可＝0 

（  

∇。エ（ひ）  

クト∫、）  
min（ご′，Z）  

（ 

∇。エ（u′）   

J／（・り  

ズ／Ze－〃e  

γ（lU，′↓）≡  となる．   

以下の結果は比較的容易に得られる．  

【補題2】ご′≧0，Z≧0で定理1の仮定が成立するなら  

ば∂（ひ）＝0（lれ（w）lll／2）が成立する・  口  

【補題3】補題2の促走のもとで  

を内点条件ご′＞0，Z＞0のもとで解く．探索方向はこ  
の条件に対するニュートン法によって与えられる．ニュー  

トン方程式：ノ（l〃た）△l〃ん＝－†－匝h′↓た）の解を△lUた＝  

（△∬た，△恥△zた）亡とする．ここで，  （i）∬；＝0伸0（w川），盲∈（宜 

． 

（ 

∇まエ（可 －A（ご）亡  

A（ご）   O   

Z且  0  

3．アルゴリズムと2次収束  

【仮定】（1）ひ＊＝（ヱ＊，y＊，Z＊）はKKT点で．（∬＊′，Z＊）は  

狭義相補条件をみたす．（2）関数Jとgの2階導関数  

はx＊でLipschitz連続である．（3）A（x＋）v＝0，Vi＝  

0，豆∈（乞Iz；＞0）をみたす任意のγ∈Rmに対して正  

定数∈が存在してγt∇芝エ（w＊）γ≧訓洲2となる．（4）  

rankA（ご＊）＝m・  口   

添え字集合β＝（申；′＝0と〟＝（串；′＞0）を  

定義し，几′＝lβlとおく．∬βと∬〃はそれぞれ成分  

J（lU）＝  

である．   

1次独立制約想定（とその他のいくつかの仮定）が  

みたされる場合は最適角牢の近傍でヤコピ行列J（可は正  

則となり，〃たが十分速く0に収束するならばニュート  

ン法が速い局所収束性を与えることを証明することが出  

来る（たとえば，【2】）が，本稿では1次独立制約想定が  

みたされない場合について考察する．  
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行列   

（笠））∈R（m叫×m  

の特異債分解を  

（笠））＝（…）（吉3）（g：）＝ぴ∑れ  

がヱ；，Z∈βと∬；，豆∈〟のベクトル，ββとβ〃はそ  

れぞれ∬β＝ββごとェ〃＝動岬となる行列とする．  

袖，Z〃，ズβ，ズⅣ，Zβ，ZⅣも同様に定義される．  

【アルゴリズムIPlocal】  

StepO．〝＿1＞0とする．初期点ひ0＝（∬0，yO，Zo）‘を  

鶴＞0，Zo＞0，肝（wo，〃－1川≦〟。〃一1，  
β1J↓＿1≦（鶴）i（zo）i，宜＝1，2，…，pをみたすように選ぶ・  

ここで，〟。とβ1は正定数．た＝0．  

Stepl．バリヤパラメータFLk＞0をくk＝0（1）によっ  

て，侮＝くた肝0（wた川2と設定する．  

Step2．探索方向△wkを］（wk）△wk＝－r（wk，Pk）か  

ら計算する．  

Step3．豆＝1，2，…，pに対して  

β1仙≦（宛＋△鶴）i（2た＋△zた）i，  
（宛＋△宛）i＞0，（zた＋△zた）i＞0  

ならばαた＝1．さもなくば  

β1侮≦mini（（琉＋αた△宛）i（zた＋αた△zた）i）≦β2仰   

0＜αた＜1，宛＋αた△夷＞0，・礼＋α七△zた＞0  

をみたすようなαたを計算する．ここで，β2はβ2＞β1  

となる定数．  

（笠））  
＝m＋m′′でU∈  と定義する．ここで，rank  

R（m巾′）×（m＋椚，V∈R（m＋れ′）×（n′－n′′）カ∈R似（m＋n′′） ，  

ウ∈RmX（れ－m－m′′）は直交行列でぴV＝0，び亡Ⅴ＝0  

をみたし，∑∈R（m巾′′）×（m函′′）は正定借対角行列で  

ある．  

） （1）V亡（笠））＝0，（笠）¢＝0  

の性質がある．   

以下の補遺はニュートンステップの大きさを評価す  

るものであるが，2次収束性のための重要な結果である．  

r補題8い現が一様に有界で，A（£りγ＝0，明＝0，ま∈  

（宜Iz；＞0）をみたす任意のγ∈Rnに対して正定数そが  

存在して  

（2）  u亡∇≡エ（ひた）γ≧訓瑚2  

がみたされるとする．ひたがβ書に十分近くlけ（ひた，陶＿1）lt  

＝0（侮＿1）ならば△軋戊＝0（llro（ひた川）となる．  □  

zkの一様有界性と条件（2）はMangasarian－Ftomovitz  

制約想定とβ＊のすべての点に対する2次の十分条件を  

仮定すればよいことに注意する．   

次の補選はアルゴリズムIPlocalのStep3における  

ステップ帽を評価する．  

【補題9】補題8の仮軍の下で0≦1－αた＝0（llγ0（wた川）  

となる．  ロ   

以下の定理が本稿の主たる結果である．  

【定理10】補題8の仮定の下で  

lけ（叫叫l，侮川＝0（侮）， ∂（叫叶1）＝0（∂（wた）2）   

となり，アルゴリズムIPlocalによって生成された点列  

（lUた）は∫＊に2次収束する．  ロ  
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Step4．wk＋1＝Wk＋αk△wk  

Step5．k：＝k＋1とおいてSteplへ．  □ 

【補題4い靴が集合ぶ＊に十分近く，lけ（明，侮一1川＝  

0（仙＿1）ならば裾＿1≧刑ro（lUた）llをみたす正定数り  

が存在して  

I‘た－1  

＝0（Iけ0（lt扇＝）・  

となる．  □  

【補題51礼鳩がぶ＊に十分近く，肝（wた，裾－1）ll＝0（陶－1）  

で，点zたが一様に有界ならば，  

∬月代＝0（侮＿1）， Z鋸＝0（1）  

∬〃た＝0（1）， ZⅣた＝0（侮－1）   

となる．  口  

上の補題における点列（zた）の一様有界性を保証する  

ためには，たとえばMangasarian－Fromovitzの制約想  

定「rankA（ェ＊）＝7丁－で明＞0，豆∈（申；′＝0†と  

A（昔＊）γ＝0をみたすγ∈Rmが存在する」が成立すれ  

ば良い．  

【補題6い烹がにおいてMangasarian－Fromovitz制約想  

定が成立し，lUたがβ＊に十分く＝小町仇＿1川＝0（仰＿1）  

ならば，補題5の結果が成立する．  ロ  

補題5の仮定の下では，補題2より強い結果を証明する  

ことができる．  

【補題7】補題5の仮定の下で∂（wた）＝0（llγ0（ぴた）ll）が  

成立する．  □  
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