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周期的なクラスタ到着と一定サービス時間をもつ  
単一サーバ待ち行列における系内滞在時間分布  
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本稿では，周期的なクラスタ到着を生成する同質な（∫＋  

1）個の呼源を収容するFIFO単一サーバ待ち行列を  

考える．各呼源は周期Tをもち，一定のサービス時  

間（＝1）をもつセルを各周期の開始時点から連続的に  

間隔1で（Aす＋1）個発生する．さらに，呼源0の  

周期はf＝γ汀いl＝0，土1，土2，…）から開始するも  

のとし，他甲呼源i（i＝1，…，∫）の周期の開始時点  

は互いに独立に一様に分布しているものとする（■図1）．  

以下では，システムが時刻f＝－∞から始まり，かつ  

（∫＋1）（几す＋1）＜rの仮定の下で，【0，r）に発生する，  

呼源0のよ＋1番目（盲＝0，1，…，〟）のセルの系内滞  

在時間吼の分布関数を考察する．解析を簡単化する  

ため，Q財＿i（立＝0，1，…，〟）を考察する際，各呼源の  

時刻f＝－i以前に開始する周期内でのセルの到着は  

周期の最初の時点で集団で到着するものとして扱う（図  

2）．このような変更を行ってもq〃＿iの分布に変化はな  

い【2】．時刻什における系内仕事量を咋としたとき，  

QAト‘の確率分布は†1ト‘の確率分布に等しい・よっ  

て，以下ではPr（咤＿‘≦l，＝壱＝0，…，〟，U≧1）を導  

出する．  
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図2：変更後のモデル  

で，一番初めに到着する先頭のセルの到着時刻と時刻∬  

との差とそれぞれ定義する（だだし，βg＝0の場合は  

G望＝ツー可．このとき  
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図1：元のモデル  図3：到着時刻の場合分け   

図3のように場合分けを行ない，事象Jま をJ上 ≡  

（β憲＿トT＝り，J岩≡（β㌔＝り，J岩≡（郎付＝り  
と定義すると次式を得る．   

Pr（囁＿‘≦り）  

2 残余仕事量†箭＿‘  

αi芝を時間間隔（∬，y】に呼源0以外の∫個の呼源から  

到着するメッセージの先頭の数とすると，  

咋＝n－aX〈叱巾‘：。－（f一書o），。≦欝‘。（α‘：－t‘－1‘）〉  
β望を時間間隔（ご，y】に呼源0以外の∫個の呼源か  

ら到着するメッセージの先頭の数，C望を時間（ぶ，y］内  
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・Pr（喘＿i≦申しJ岩。，島）（1）   
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以下ではPr（喘＿i≦小よ1，J岩。，亀）を考える・  

定理1  

β竺ト＝ん2≧1のとき  

Pr（喘＿i≦小しJご。，Jg。）  
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また，BallotTheorel－1日と次の関係よ－り補題 
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補蕗2r‘（y，た1）は次式で与えられる．  
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一方，β竺i＝巌．＝0に対しては次式が成り立つ．  

Pr（咤＿f≦車上1，帯，Jヱ。）  
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図4に，（1），定理1，補遺1，2を用いてPr（吼≦亘）  

（壱＝0，1，…，且・す）を計算した結果を示す．確率分布関数  

が滑らかでないのは，関数T・i（y，ん1）の和の範囲が  

に依るためである．  
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β竺叶J＋1＝た2，Jg。  ・Pr  

≦〃 舶）≡Pr（慧翠（（叩叱・ru）≦ツ   
タ廿u）≡r－（∫＋1）（Aす＋1）＋u＋t－1  

ガ（タ，γ）≡し・U．一夕」＋五－1  

：と；▲2（一u，り≡nlill（タ；‘（u）－り）  

ギ1（γ，り≡1－1il－（タ；‘（可「小一Lu」）  
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図4：．確率分布Pr（q〟＿i≦u）  

25  

門川，J，た1，んÅ）はβ竺糾．1＝毎割㌣＝ん3という条件  

の下での，∑ま崇トIu境ニミゴ1＝ブとなる場合の数と解  
釈できるので，次の補題が得られる．  

補題1  

整数Jに対して以下の3式を用いてni（り，ん2，んJ）を再  

帰的に求めることができる．  
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