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サービスを想定したときに，退去が外部にのみ行  

くノードを除いて，準可逆性が必要十分条件とな  

ることを導いている．   

本論文では，これらの条件をゆるめて，積形式を  

得るための必要十分条件を導く．これまで，t2，4】  

等では，条件付き退去率に注目して条件を導いて  

いたが，この方法では，モデルの条件をゆるめる  

と同様な必要十分条件を得ることは困難である．  

本論文では，条件付き到着率に注目して必要十分  

条件を導く．  

1．はじめに  

有限個のノードからなる待ち行列ネッ・トワーク  

の定常分布訂が各ノードの周辺分布打メの積であ  

るとき，すなわち，ある定数c＞0があって，  

〃  

巾）＝Cn汀j（∬j），諾＝（恥・‥，和）∈ズ，  
j＝0  

であるとき，このネットワークは稽形式解を持つ，  

または，積形式ネットワークであるという．ここ  

に，∬はネットワーク状態の集合であり，各ノー  

ドの状態の集合ろの稽集合n芸。ろの部分集合  

であるとする．また，弟などの集合はすべて可  

算とする．なお，ノード0は開放型ネットワーク  

の場合には外部を表す・〝＝n畏。ろのときは，  

c＝1である．これ以外の時は，Cは正規化常数  

として求められる．例えば，閉鎖型ネットワーク  

などがその例である．   

本論文では，C≠1の場合を制約型のネットワー  

ク，C＝1の場合を非制約型のネットワークと呼  

ぶ．なお，制約型のネットワークでは，積形式解  

を持っても，ノードの状態は独立とならない．  

1970年代からJackson，BCMP，Kellyなどの積  

形式ネットワークが応用上重要なモデルとして広  

く使われてきた．最近10年ほどの間に，負の客  

や負の信号などの到着により客を減らす仮想的な  

客を加えても積形式解が得られることがわかり，  

新たな展開を見せていろ（【1】など参照）．   

本論文の目的は，このような積形式を得るため  

の必要十分条件を求めることである．これまで，  

次の条件の下で研究が行われてきた．  

◎非制約型ネットワークである．  

・経路選択はネットワークの状態によらず，現  

在のノードと退去のクラスのみに依存する．  

●瞬間的に複数のノードを通過して，次々に  

状態変化を起こすことを許さない．   

文献【2，4】では，この種のネットワークで，各ノー  

ドの変化が一般的である場合に，積形式解を持つ  

ための必要十分条件を求めている．また，【3】で  

は，更に，ポアソン到着と各ノードで通常の客の  

2．モデルの仮定と条件付き流れの率  

ネットワークは，番号0，1，‥．，Ⅳがついた〃＋1  

個のノードから構成される．ノードJは，以下の  

条件付き確率と推移率とで記述される．   

軋（エゴ朝）：クラス祝の到着があったとき，ノー   

ドJの状態が巧から的へ変わる確率．  

軋（ごj，的）‥クラス祝の退去があったとき，ノー   

ドJの状態が勺から的へ変わる率．  

れ（勺，的）：ノードjの状態が内部推移により，  

巧から鋸へ変わる率．  

特に，端＝（0）ならば，外部（ノード0）から  

率軋（0，0）のポアツソン過程に従ってクラス祝の  

客が到着する開放型ネットワークとなる．瞬間移  

動があるモデルでは，クラス祝の到着で，ノー  

ドJの状態が巧から的へ変わったとき，確率  

み叩（勺，鋸）でクラスγの退去となる．ノードj  

からのクラス祝の退去は，退去後のネットワーク  

状態yに依存した経路選択確率  

rれ玩（y）   

で，ノードたへのクラスγの到着となる．   

このモデルは，退去⇒到着（瞬間移動がある  

時はこれを繰り返す），または，内部推移により，  

状態が推移する連続時間マルコフ連鎖（ズ（り）と  

して記述することができる．このマルコフ連鎖の  

定常分布汀が存在したとする．この分布のノード  

Jについての周辺分布を勺とする．ノードJか  
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らのクラス祝の条件付き退去率角u（y）と到着率  

αJu（y）を  

餉）＝志㌢（勘（引廟拍刷）  

＋写αjv（封j（瑚v（ヱ云，仙，u（∬刷）），（1）  

αju（y）．＝∑∑βれ（y）γ恒也■（y），（2）  
ん即   

により定義すると，次の補題が成り立つ．ここ  

に，yj（∬j）はyのj番目の要素を∬Jで置き換え  

た∬のベクトルとする．   

補題2・1マルコフ連鎖（ズ（り）が正則かつ規約な  

らば，定常分布訂は次の式により唯一つ定まる．  

汀や∑∑（∑軋（榊J）＋舶，鋸））  
J y．J ll  

＋巾）∑∑叫（諾）  

Jひ  

＝∑∑∑巾j（叫ん◆（如メ）姐（机，エゴ））  
Jy．Ju   

＋∑∑∑巾云（的）砿（yj，エゴ）  
JyJ．てl   

＋∑∑打他（的））柚j，勺）， 
J y．ノ  

式（5）と（3）から，内部推移の項を消去して式  

を整理すると次式が導かれる．  

〃  

∑∑∑（叫（勘bj］卜占ju（的））  
j＝Ol▲ yメ∈ろ  

（  

打j（机）  

町J（勺）  
れ（yj，∬j）－1【封j  ×  

諾∈〟・（6）  

これより，次の定理が得られる．  

定理3．1非制約型のネットワークが積形式の定  

常分布を持つための必要かつ十分条件は，（5）と  

（1）及び（2）を満たす汀ゴ，j＝0，1，…，〃，が存在  

して，（6）が成り立つことである．  

．この結果は制約型のネットウ・－クに拡張するこ  

とができる．ただし，（5）と（2）は，制約条件のた  

めに  

cj（勺）去 ∑二 rト（yg）・  

y∈〟（j，∬J）g≠j  

を使って変更する必要がある．  

・（6）の簡単な十分条件は，すべてのJについて，  

αJu（諾）＝ajひ（エゴ）， 諾∈〝  

が成り立つことである「これは，条件付き到着率  

が到着ノードの状態のみを参照することを表して  

いる．  

・ 

着率を琴件付き退去率を傭って置き換えることが  

できる．特に，経路選択権率がネットワーク状態  

に依存しない場合には，【2，4】の結果が得られる．  

3．必要十分条件  

周辺分布訂jを定めるために，勺を与えた下  

で式（3）を他の変数について加える．このとき，  

〟（ブ，中＝（y∈〝；的＝勺）とし・  

aju（勺）＝  ∑（n竺g（師））叫（y）（4）  

y∈〝（函メ）g≠j   

とおくと，非制約型ネットワークの場合には，  

呵吉（≠軋■（輌胸） 
十り（勺）∑毎（ェj）  

）  

u   

＝ ∑∑h（的）aJu（的）軋（裾‡j）  
yJll  

＋∑∑汀j（的場（裾エゴ）  

yJu  

＋∑打j（的）蜘j，エゴ），ごJ∈ろ・（5）  
鋸  

により，訂jを求めることができる．  
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