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正方向に劣モジュラ的な多面体の同時交換可能性  
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1 はじめに  

著者らは，非負ベクトルに拡張された劣モジュラ  

性を用いて，劣モジュラ集合関数を用いて定義され  

る劣モジュラ多面体の，非01一法線ベクトルが表す極  

大面も持てるような拡張を試みている【3】・本研究で  

は，拡張された多面体が，マトロイドの持つ1対1同  

時交換可能性に対応する性質を持つことを報告する．  

また，この交換可能性を利用して，これらの多面体上  

で線形関数を最大化するアルゴリズムを提案する．  

定義1多面体P⊆R5が，正方向に劣モジュラ的で  

あるとは，Pが次の（i），（ii）を満たすこととする・   

（i）Pが下方単調である・（つまり，エ∈Pかつy≦  

Pならy∈P．）   

（ii）Pの支持関数が，劣モジュラ性（1）を満たす・□  

定義より，劣モジュラ多面体は，正方向に劣モジュ  

ラ的な多面体である．劣モジュラ多面体は，集合関数  

から定義されるため，0】，一法線ベクトルで表される極  

大面しか持たないが，正方向に劣モジュラ的な多面  

体は，非01一法線ベクトルの極大面を持ってもよい．  

正方向に劣モジュラ的な多面体の例として，次の  

ようなゲイン付きの2部ネットワーク流をあげるこ  

とができる．   

例2有向2部グラフβ＝（5′，ぶ；A）（ただし，A⊆  

（（β，りlβ∈ぶ′，f∈ぶ））に，供給関数む：ぶ′→R，容  

量関数否：A→R，ゲイン関数α：A→R＋を付加  

したネットワークを考える．   

フローp：A→R＋のうち，ソースでの供給制  

限∑v∈5P（む′，γ）≦わ（γ′）（帆′∈β′）と枝での容  

量制限p（α）≦否（α）（∀α∈A）を満たすものを実  

現可能とする．フローやの出力ー∂p：g→R＋  

を，－∂甲（u）‥＝∑り′∈5′α（リ′，〃）p（u′，U）と定義する  

と，実現可能なフローの出力全体はR王の多面体を  

つくる．この多面体（ヱトとする）から作られる下方  

単調な多面体P‥＝（ェ∈R5lヱ∈J㌔）は正方向に  

劣モジュラ的な多面体となる．  □  

2 劣モジュラ多面体の劣モジュラ性  

有限集合5上の劣モジュラ集合関数J：25→  

RU（＋∞）で，条件／（の）＝ 0，／（g）∈ Rを  

満たすものに関連して，劣モジュラ多面体P（J）⊆  

R5が，P（J）：＝（∬∈Rgl∑緩ズエ（豆）≦  

J（ズ）払ranyガ⊆ぶ）により定められる．劣モジュ  

ラ多面体は，マトロイドの一般化であり，多くの興味  

深い結果が得られている【1】・  

一般に，凸集合C⊆がは，J拍）‥＝Sup（pT∬∈  

Rl∬∈C）で定義される，Cの支持関数略‥R5→  

Ru（＋∞）を用いて，ほぼ等価に扱うことができる．   

劣モジュラ多面体ア（ノ）の支持関数は，  

J（p）＋J（q）≧  

J（pvq）＋J（p∧ヴ）払ranyp，9∈R王（1）   

という，一般化された劣モジュラ性を満たすことが  

証明されているr2】・  

4 同時交換定理  

本研究で証明された多面体の同時交換可能性は，  

次のように表現できる．ただし，u∈∫の特徴ベ  

3 正方向に劣モジュラ的な多面体  

この研究の対象となる「正方向に劣モジュラ的な  

多面体」なるものは，次のように定義する．  
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クトルを，Xu∈（0，1）ヲで表す・また，ベクトル  

x∈RSについて，Supp（x），Supp＋（x）はそれぞれ，  

（j∈gl項）≠0）・，（豆∈㌻拉（豆）＞0）を表す． 

定理き正方向に劣モジュラ的な多面体Pの任意の  

g点竺，yで叩〆（y－．訂）≠ 

u∈β叩p十（y－ご），γ∈β叩p（エーy），・r≧0，∂＞0  

が次の条件を満たすように取れるご   

任意の亡＜∂なる亡≧0について，g点   

∬十亡（xu－rXv），y＋亡（rxり－Xu）が 

属する．  ロ  

この定理で示される性質は，マトロイドの基集合  

β⊆25について知られている，  

任意のβ1，β2∈βでβ1≠β2なるもの  

に対し，β1＋£－y，β2－エ＋y∈βとな  

るご∈β2＼β1とy∈β1＼β2が存在する・   

という，1対1同時交換可能性の一般化になってい  

る．   

非01一法線ベクトルの極大面も許す劣モジュラ的  

な多面体を扱うためこ交換の量の比は1：1とは限  

らず1‥Jとなる．．しかし，劣モジュラ性（1）は，  

－一つの軸に沿った方向の変化に対し，せい  

ぜいもう一つの軸に沿った方向の変化で多  

面体に戻って来られる．  

という軸（成分）に由する1対1交換可能性を表し七  

いると考えられる．  

として，C（u）＞γC（u）であれば，鋸．‥＝視，℃．：＝V，  

r．：＝rとして，Step3へ．  

Step2現在の点が最適解なので雷：＝∬で鱒了・  

Step3移動幅を6：＝maX（e＞OIx＋e（xu．－  

r．xv．）∈P）と設定しで，現在の点をヱ：＝エ＋  

6（xu．－－r・Xv．）と更新してStepl．へ戻 □   

このアルゴリズムは，暫定解を更新するのに高々  

二つの軸方向の変化しか考慮しない，局所的最適化  

法である．01一法線ベクトルセ表される極大面しか持  

たない劣モジュラ多面体では，Step2の．rは0か1  

に 

を利用すれば，rの値を調べなくても進むぺき方向を  

決めることができる．よって，マトロイドや劣モジュ  

ラ多面体に適用されるgreedyアルゴリズムは，この  

局所最適化法の特殊ケースとみなすこともできる．  

多面体Pが，有限個の非負ベクトルの集合β上  

で定義さ 

R5lpT去≦．J（p）branyp∈β）という形で与え   

られる場合，アルゴリズム4はもう少し具体的に記  

述できる．例えば，Steplのγは，  

q‥＝∧（p／らulp∈β，pT諾＝J（p），p（祝）≧0）  

で定められるベクトル9を用いて，γ＝1／ヴ（即）と求   

められる．  
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5 多面体上の最適化  

定理3から，正方向に劣モジュ 

Rgに属し，与えうれた目的ベクトルc∈噂との内  

積を最大にする点蕾∈Pを求める問題は，次のよう  

なアルゴリズムで解けることが保証される．  

アルゴリズム4   

StepO初期解を∬：＝（－∞，∴．，－∞）∈Pとする・  

st。p15の元町ルで（u＝Vも可），十分小さなと＞  

0について，r‥＝min†r′≧Ol∬＋亡（xu－r′xv）∈P）  
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