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theevaluationvalueoftheithitembyothers，selL  
evaluationvaluesaccordingtotheconversiontable  

A．  

1Introduction  

Saaty［2】proposed to determine the relative  

weightsofitemsand／oralternatives（hereaftercall  

itemsonly）inAHPbytheeigenvaluemethod・The  
eigenvaluemethodiswidelyused（e・g・，［4］）・How－  

ever，nOeVidentjustificationhasbeenglVenforap－  

plyingtheeigenvaluemethodinapalrWisecompar－  

isonmatrixA＝（aij）・Thispaperpresentsalogical  
justificationfortheelgenValuemethodinAHPby  

meansofoptimization／equilibriummodels・  

3 Some equilibrium models払r a palr－   

Wisecomparisonmatrix  

Wecandevelopseveralindicesofadiscrepancy  

between the selトevaluation val11e and the corre－  

SpOndingnon－Self－eValuationvalueforeachi・For  

anindex，the set ofthediscrepanciesofallitems  

arQdenoted（pyl，…，7n）・Thedistributionofthese  

discrepancies71，．．．，7nistheneval11atedbyseveral  

criteria（e．g．，minimum，maXimumandvariance）・  

Here we use the ratio of self and non－SelL  

evaluation values as the discrepancyindex，that  

2 Self＿eValuationandnon－Self－eValuat．ion  

ForeveryelementaijOfapalrWisecomaprlSOn  

matrix A，We define the meanlng Of aij by  

（thevalueoftheithitem）／（thevalueofthejthitem）・   

Weassumethatthevaluesofallitemsarerep－  

resentedbypositiverealnumbers・Then，itfo1lows  

thateveryratioaijispositiveandaii＝1（i，j＝  

1，．．．，n）．Ftomthedefinitionofaij，aij＝1／aji  

（1≦i≦n，1≦j≦n）・Notethatthevalidityof  

Theorem2belowisindependentwiththeproperty  

Of旬＝1／αJi・   

InourframeworkofAHP，eVeryitemisevalu－  

atedbyitself，andasslgnedapositiverealnumber  

（cal1selトevaluationvalue，Wi）・  

Propositionl aijWj rePreSentS the evaluation  

M血e〆班e盲仇如mかm伽u盲e叩0血fqり班如m  
ぴんem班eβ姉eu血α如乃〃血eげ兢ej仇如m盲β  

g電Ueγlむ卸町・  

By averaging aijWj OVer j ≠i，We get：  

∑鎧1，jiiaijWj／（n－1）・Wedefineitthenon－Self－  

evaluationvalueoftheithitem．   
Wbinterpret apalrWise comparison matrix A  
andanelementaijaSaCOnVerSiontableandacoh－  
versionratiofromjtoi，reSpeCtively・Thenon－Self－  

evaluationvalueoftheithitemistheaverageofn－1  
non＿Self＿eValuationvalueswhichareconvertedinto  

theithnon－Selトeval11ationvalue）  
払r盲 ＝  1S，7壷 ＝   

selLevaluationvalue）  
1，．‥，n，Whichwecallilhoverestimationrate・Note  
that7idependsonwi．e．，7i（w）・Weintrod11CetWO  

evaluationcriteriaofthe7i（w）s’distribution：  

Jl（w）≡ maX（7】（w），…，7れ（て1ノ））  

ム（ぴ）≡ min（71（ぴ），…，7m（－〃））   

Fromfl（w）andf2（w），Wedefine  

ム（w）≡ム（w）－ム（ぴ）   

asacriterionofvariationamong71，．‥，≠・Three  

fo1lowlngOptimizationmodelsmaylmprOVedi鮎r－  
encesamongnoverestimationrates71，…，7n：  

minl〃＞OJl（w）＝  
∑α1JWj ∑叫びj  

）－■ト  

mlnmitx 
ぴ＞0  

’‥●’ 
（m－1）里ノ1 （m－1）び几  

maxぴ＞OJ2（Ⅷ）＝  

∑α刑  ∑叫Wj  

〉（2）   

maXmln  
ひ＞0  

’…’ 
（几－1）ぴ1 （れ－1）て〃n  
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and  

minw＞Oh（w）＝minw＞Ofl（w）－f2（w）（3）   

The models（1），（2），and（3）arebased on the  

fo1lowingidea・Byincreasing／decreasing a self－  

evaluationvaluewi，itscorrespondingoverestima－  

tionrate7i（w）isdecreased／increased，andallother  

OVereStimationratesareincreased／decreSed・We  
Caninterpretthemodel（1）asthefo1lowlngaggre－  
gationprocess：Aset（vector）wofself・eValuation  

Valuesprovidesadi鮎renceamongnoverestimation  
rates（71，…，7n）・Therefore，inthecriterionofthe  

model（1），eaChitemwiththelargestoverestimation  

rateisintendedtoincreaseitsselLevaluationvalue；  

SimultaneOuSlyallotheritems areintendedtode－  

CreaSeits self・eValuationvalue．By repeating this  

aggregationprocess，WereaChanequilibriumover－  

estimチtionratei（thederivation，Seebelow）such  
tha七人＝71＝72＝・・・＝7n．Inthesamemanner，  

WeCangettheequilibriaforthemodels（2）and（3）・  
Therefore these three optimization models can be  

Calledequilibriummodels．  

芽mi坤1叫び1，…，aれぴル乃）  and  

がmax（al小ノ1，…，紬／勒）－mi坤1叫ノ1  

，…，inw／wn）），reSpeCtiveb，・Letimaxand壷be  

theprinclpaleigenvalueofAandthecorresponding  
elgenVeCtOr・Since入maxis the simple root ofthe  
Characteristic equation ofA，Weget thefo1lowlng  
two theorems：   

Theorem 3El）erymOdel（1），作ノand例has the  

COmmOれOp子音mαJβOJむ王威om遁．ア九e叩亡盲mαJuαJ視eβ扉  

「りαれd例αγeÅmax肌d伽fイ例壱ββ．  

Theorem 4Let 入max and w be the princ官Pal  
e盲geれUαgて上eOJAαmd兢eco汀e叩Omd五mタe五タeγlγeCわγ，  

re叩eC如eJy－ rんem  

入max－1  
＝入max αれd ぴ＝7∂．  （4）  

れ－1  

FromTheorem4itfo1lowsthattheconsistencyln－  

dexC．J．＝入max－1．  

5 Concludingremarks  

The current method can beinterpretcd asfo1－  

lows・ The meanlng Of the elgenVal11e method  
is to obtain the equilibrium sol11tionfor the diト  

ference among a11discrepancies between a sel仁  
evaluation valueandits corresponding non－Self二  
valuation value．   

Wecanextendthecurrentmodels（1），（2）and  

（3）tothenewOdels丘）rAHPwithincomplete  
palrWise comparlSOnS and get a di恥rent weight  
VeCtOrfrom those ofHarker method［1］and TS  
method［3】．Thus，thecurrent approachprovides  

SOme generalizations of these weighing methods  

usedin AHP．   
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4 0ptimalsolution  

TbshowtheequlValencebetweentheeigenvector  

WiththeprincipaleigenvalueofAandanoptimal  

SOlutionfor any equilibrium model，thefo1lowlng  

famoustheorem canbe used：   

Theorem 2（Ftobenius，sTheorem）Let入max  

ゐe poβ盲f盲ue αれd班e mα∬盲mt上m αゐβOJむfe 〃αJ祝e 扉  

e桓eれ即αgむeβわrαれ乃×mmα行盲∬Aぴん0βeeJeme†l土倉β  

乃0乃乃甲α如e．凡r eueryれ－UeCわrl〃ぴん0βe eJememf  

壷βpOβ富加e，  

∑卸   ∑鋤  
ひ1  ，‘‥†  wれ  

〈  
≦入max  

〉・  

mln  

〈∑≠’ごご  
＜max   ）●‥ ）  ぴれ  

九州IeγmOre，ぴαmα打盲∬A戎β盲rre血c豆鋸e，  

E三l町上－、，  
ひ1 ，  

〈  

maXmln  
W＞0  ）  wn  

∑鋤  

UI I  
〈  

＝ mlnmaX  
u＞0  ）   ひれ  

Fbrthen－identifymatrixI，1etAandaibeA－Z  

andtheilh rowvectorofA，reSpeCtively・Then  
everyelement ofAisnonnegativeandirreducible，  
andthethreeequilibriummodels（1），（2）and（3）  

are rewritten as三悪max（alW／wl，・・・，＆nw／wn），  

－193一   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




