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1．はじめに   

本報告は、手持ちの資源総量に制約がある場合の最適化問題を取り扱っており、一種の資源配分問題につい  

て議論したものである。資源配分問題は、資源総量の制約の下で分離可能な目的関数を最適化する問題を主問  

題としてもっているr2】。一方、非線形計画問題【3】や大域的最適化問題川では問題を上り－一一般的に取り扱うこ  

とが多く、問題を特殊化したとしても、たかだか目的関数や制約関数の凸性等を仮定した凸計画問題のょうに、  

かなり一般論的な理論や手法の議論が主となっている。ここで扱う問題は、資源配分問題と非線形計画問題の  

狭間にあって、前者が主として扱っている問題よ月は一般的であるが、後者の扱う問題よりは特殊な形をもった  

問題である。すなわち、資源には重み付きの総量制約が課せられているが、必ずしも分離可能ではない凹関数  

を最大化する問題である。この間題の最適解を数値的に導出することには非線形計画法におけるいくつかの解  

法が適用できるが、ここでは、これらのよく知られた解法よりは計算時間の面で高速な2つの解法を提案する∩  

2．問題の定式化と最適解   

総量の制約された資源により最大の効果をあげるように図る最適化問題はいたるところに存在する〔ここで  

は、以下のような仮定の下で、非負条件と重み付き総量制約がある場合の凹関数．′（ェ）の最大化問題を考える〔  
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（仮定1）関数／（〇）は、乃次元変数ヱ∈月nに対し有界で、かつ狭義凹関数である∩－．また、この関数には2階偏  

導関数が存在し、かつそれは連続であるとする∩  

（仮定2）q≦0であればごよを限りなく大きくできるから、G＞0，i＝1，…，打とする′、また、〃＞0である、つ  

許容領域を宙財＝（〇∈月mlれ≧0，∑iqJi≦〃）で表すことにする－「問題の目的関数は狭義凹関数であり、  

許容領域せ〝は有界閉凸領域であるから、（PO）は唯一の最適解をもち、その必要十分条件はKtllln－¶lrllPI・条  

件により与えられる。ラグランジュ乗数入を用いて、その条件を分かりやすい形にすると次の定理となる′、  

定理1（最適解の必要十分条件）〇∈W〃が最適であるための必要十分条件は、次式を満たす入≧∩が存在す  

ることである云すなわち、よ＝1，…，乃に対して、  

Jよ＞0ならば、＝入，J‥i＝0ならば、 ≦入，  （2）  

丁甘   

かつ、入＞0ならば、∑肪＝〃・  
（3）  

i＝1  

前述したように、この定理を満足する最適解は唯一存在する。J（〇）は狭義凹関数であるから、∂．′／∂J：よ／qはγi  

の単調減少関数であり、これをJ五に着目して仇（J‘；〇＿よ）と表現する。記号よ証Lれ以外のT．ナ，．ケ≠すからな  

る変数ベクトルであることを表している．） 

釘l（入；ご＿よ′）が定義できる。この逆関数を用いることにより、（2）式を摘草する最適解がま次のように表される 

ただし、記号【1十は、【z】＋＝maX仲之）を表す、   

∬i＝打1（入；〇＿川＋  
（4）  

問題（PO）の総量制約〃と最適なラグランジュ乗数入との関係に関して、次の補題が成り立つ〔ただし、総量制  

約を明示する意味でヾ総量制約〃の問題（PO）を（f㌦）で、その最適値をん－で表すこと．にする。  

補題1問題（板）の総量制約〟と最適な入との間に、次のような単調な関係が成り立っ．－  

何 人→∞とすれば、定理1の条件を満たす最適解はヱ＝†0，∴，呵である「，すなわち、そのときの総量制  

約として凡才＝0が対応する∩  

再度ノ 総量制約怖＞几毎＞0に対する問題（Pwl），（耽）の最適ラグランジュ乗数がそれぞれ入卜入2＞0であ  

るとすると1入1＜入2である。  
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佃まノ問題（鞠）の最適解が〇●、最適ラグランジュ乗数が入♯＝0であるとする∩；のとき、解の総量C＝   

∑こ1q項こ対し、C≦〟′なる任意の〃′？総量制約をもつ問題（軸′）の最適解は〇＊と変わらず、最適  

ラグランジュ乗数も入●＝0と変わらない。すなわち、ラグランジュ乗数入●＝0に対応する総量制約の中  

で最小のものがCであり、これを限界総量と呼ぶ。   

3．解法アルゴリズム  

（1）勾配完結法   

この解法は、総量制約条件（3）を満足する実行可能解を生成しながら、最終的に目的関数の勾配に関する条  

件（2）を満足させようとする解法であり、これを勾配完結法と呼ぶ。  

いま、実行可能解〇∈申〟があるとし、これから次のように新しい実行可能解y∈中〟を作る∩もし  

∑‘q【打1（0；エー川＋≦〟ならば、入＝0とおく。そうでなければ、∑iq【釘1（入；〇＿川＋＝〃となる入を求め  

る。このように決定した入を使ちて・、銑＝【打1（入；〇＿‘）】十，五＝1，…，冊によりyを作成する。もし、y＝〇で  

あれば（4）式が満足されたことになるから、この〇が最適解にほかならない。y≠〇ならば、yからさらに新し  

い解を作ることにより、最適解への収束列を作成してゆく。全体のアルゴリズムは以下のとおりである∩  

（Stepl）j＝0とし、初期解をxO＝（0，…，0）とおく。  

（Step2）〇＝3＝jとおいて、上の方法によりy∈中Mを作成する。y＝3＝jならば、終了。最適解はyである。  

そうでなければ、次のステップへいく。  

（Step3）直線探索f（xj＋0＋（y－Xj））＝maX。＜。＜百f（xj＋0（y－Xj））を行う。ただし、和ま3＝j＋0（y－Xj）  

の実行可能性を保証する上限であり、否主1である。  

正江1＝エゴ＋β＊（y－か）とおき、J＝J＋1として（Step2）へ戻る。  

このアルゴリズムにより、目的関数を単調に増加させる許容解の列が生成され、最終的には唯一の最適解ヱ＊  

に収束することが証明できる。  

（2）総量完結法   

この解法は、ラグランジュ乗数と最適解との単調な関係を述べた補題1を利用し、′乗数入を変化させながら、  

それに対応する一時的な最適解∬入＊を求めつつ、最終的に総量に関する条件式（3）を満足させようとする方法  

であり、総量完結法と呼ぶ。一時的最嘩解〇ケ♯の導出方法は、任意の初期解〇0から出発し、（4）式を用いた次  

の漸化式により〇J，ノ＝1，2，‥・を生成してゆけば、〇入＊に収束させることができる∩   

∬さ十1＝打1（入；〇tl）】十，す＝1，…，乃．  

全体のアルゴリズムは以下のとおりである。まず、入の下限、上限に関する次の2つの値を定義しておく。   

去。＝d，烹0＝m鱒（仇（0；0）ト  
l  

（5）  

（6）  

（Stepl）入＝0に対応したa＝入★を求やる。∑iCiXナ＊≦Mならば、終了。3，入＊が最適解である。  

（Step2）入＝（貫0＋皇。）／2とする。  

（Step3）入に対する最適解正人＊を求める。∑iCiTナ＊＝Mならげ、終了。現在の3，入＊が最適である。  

（Step4）∑ゃか＞〃ならば去＝入とし、・∑iqJナ＊＜〃ならばヌ＝入とする∩入＝（去＋言）／2により入を更  

新し、（Step3）へ戻る。   

4．数値例   

数値例については、発表会の当日紹介する。   
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