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1 はじめに  

照明問題とは、与えられた照明器具で室内等の決  

められた額域を照らすのに、必要な照明数やその配  

置などを問う問題である。照明問題の一つ1992年に  

Urrutiaが提示した舞台照明問題（st 

pr9blem）【2］があるが、本間題やミ多項式時甲で解ける  
かNP困難であるかは未解決問題であった。本稿で  

は舞台照明問題がNP完全であることを証明する。  

図1：舞台照明問題  

2準備  

簡単の為に平面上の〇軸上の線分【（α，0），（b，0）】は  

【α，可とも表すことにする。   

舞台照明問題（図1）とは以下の様な問題である。  

平面上の〇軸上に与えられた線分【αエ，α月】を舞台  

と考える。ヱ軸で区切られる片側半平面上にm個の  

投光器が与えられる。各投光器盲はその根元を座標  

（〇i，yi）に固定されているが、根元を軸として自由  

に回転することができ、幅α‘の角度を距離に関係無  

く照らすことができるものとする。   

舞台照明間題（S七島geilluminationproblem）r2］  

入力：実数αム，α月，ヱ1，ヱ2，…，〇れ，  

yl，y2，…，yれ，α1，α2，…，▲αれ，但し  
yl，y2，‥二，y几＞Oand汀＞α1，α2・，…，αれ＞0・  

質敵投光器（ヱ‘，机；α‘），盲＝1，2，…，れの方向を調  

節することによって、舞台【αエ，α月】を全て照らす  

ことが可能か？  

投光器壱で照らされる才軸上の区間を【gi，γi】で表  

す。舞台照明問題の解に対し、各投光器壱をgiの非  

減少順に並べ、（壱1，盲2，．…，去れ〉のように表現する。  

ここで関数J（た）＝玩を考えると、Jは（1，2，…，m〉  

に対する置換になる。   

補題1舞台照明問題の問題例の実行可能解に対応  

する置換をグとする。このときg叫）＝αエ，gJ（i）＝  

γ項－1），払r壱＝2，3，…，れを満たす解も実行可能解  

になる。口（証明略）  

補題1の条件を満足する解を正規な解と呼ぶこと  

にする。正規な解は各【gi，γi】が重ならない。各置換  

Jに対し、正規な解は唯一存在する。補題1より、正  

規な解のみを調べれば良いことになる。よって以下  

の性質を得る。  

補題2舞台照明問題はNPに属する。口（証明略）  

3 NP完全性の証明 

舞台照明問題のNP困難性は既知のNP完全問題  

である分割問題【1】を帰着することで証明する。   

分割問題（PARTITION）  

入力：自然数α1，α2，…，αn．  

質問：∑緩Aα‘＝∑咤〃－A α‘を満たす  

A⊂Ⅳ＝（1こ2，…，れ）は存在するか？   

定理1舞台照明問題は・、投光器の根元を固定する点  

が2箇所に限定されていてもNP完全である。・口  
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（盲1，盲2，…，ら，れ＋1，壱舛1，ら＋2，…，㍍〉を考  

与ると、設光琴集今（‘1，壱2，…，ら）、（乃＋1）、  

（ら＋1，£舛2仁…，－㍍）′はそれぞれト1，－tanαト  

（一千anα，tanαト【tanα，1］を照らすので舞台全てが  

照らされ、舞台照明問題の問題例が実行可能となる。   

（ⅠⅠ）舞台照明問題の問題例が実行可能と仮定する。  

その実行可能解に対応する置換を可1，2，…，乃＋  

1〉＝（盲1，古2，…二言，，れ＋1，ら仙盲叶2，…，盲几）  

とする。このとき、エ±（言1，盲2，・‥，ら）、兄‘＝  

（ら＋1，ら＋2，t‥，去れ）と置く（エと甲ま空でも良  

い）。L（resp・，R）は投光器－．n＋1の左（resp．，  

右）を照らす投光器の集合である。あェ＝∑揖α‘，  

bR＝ 

ある。   

もし毎＝古見＝あであるならば分割問題の問題  

例は実行可能となる。よって、一般性を襲うことな  

く、むェ≦あー1の場合を考えれば十分である。投光器  

1，2，…，れによって照らされなかった部分の長さの  

合計をdとすると、8ェ≦む－1より、d≧tAn2αとな  

る。次に投光器れ＋1で照射される部分の長さをcと  

おくと、Cの上限は舞台の端を照らした場合であるこ  

とから、C≦トhtan（7－2β）＜2（1－htan（7－β））  

となる（但し7＝tan‾1主上する）。以上から計算す 

ることによって  

d＞c   

が得られる（詳細は略）。よっ七照らされ無い部分が  

舞台上に存在することになり、実行可能解であると  

とと矛盾する。．よってむェ＝古見＝りでなければなら  

ない。Q．E．D．   
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図2：分割問題より帰着された舞台照明問題の問題例   

証明：（α1，α2，…，αれ）を分割問題の問題例とする。  

舞台照明問題の問題例を以下の手順で作成する。（図  

2参照）   

b＝，  
汀  

α  
4（ウ＋1）’  

（2－tan2α）tanα  

tan2α－2tanα，  

β＝tan－1（ ）こ  

れ＋1個の投光器を、盲＝1，2，…，れに対し（〇i，yi）＝  

（0，1），αi＝αiα、と（勘汗1，狛江1）＝（0，九），α叫1＝  

2βの様に定め、さらに舞台をト1，1】とする。  

これらの変数のうちで、九の値の意味を簡単に説  

明しておくと、九は十分大きく（つまりここで示し  

た数値以上に）とれば良いのである。そうすること  

で、投光器m＋1は舞台のどこを照らしても照射範  

囲はあまり変わらない様になり、それに対して他の  

投光器は舞台の中央部分を照らすと照射範囲が狭く  

なり、損をする様‡；出来ている。その結果、実行可  

能解が存在するならば、投光器乃＋1が舞台ヰ央を  

照らすしか無いことになる。以下でそれを示す。   

（Ⅰ）′分割問題の間準例が実行可能と保革する。実  

行可能解を斗＝∵隼，盲去， トち）⊂ 

（1，2，…，れ）とし、、ルー・．A＝（ら＋1，ら＋2，・‥，㍍）  

とおく。舞台照明問題の正規解可1，2，‥・，n＋1〉＝  
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