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1．はじめに   

超立方体（ハイパーキューブ）は並列分散処理  

を行う際のコンピュータ・アーキテクチャにお  

ける有名なプロセッサ間の相互結合方式の一つ  

である．この結合方式は規則性，耐故障性，マ  

ルチタスク能力等が高く優れた構造を持ってい  

る【2］・   

超立方体グラフのノードはプロセッサに対応  

しているが，プロセッサの数が多くなると必然  

的に故障は避けられなくなる．そこで，超立方  

体グラフの中で，いくつかのノードが故障した  

とき，このグラフのなかで故障ノードを含まな  

い部分立方体を見つけだし，超立方体が行って  

いた処理全体をその部分立方体に引きつがせる  

ことが考えられている［1］．   

一方，ノードの故障は予測できるものではな  

いので，故障ノード数と故障ノードを含まない  

部分立方体の最大次元の関係を調べることによ  

り，超立方体がどの程度の耐故障性を有するか  

の研究も行われている【3］．しかしながら，その  

正確な関係を見つけることは難しく，現時点で  

は近似的なものとなっている．ここでは，手始  

めとしてれ，立方体と▲れ，－2部分立方体の正確な  

関係を調べてみたので，それを報告する．ただ，  

ここで用いた手法や得られた結果を一般化する  

ことは難レく新たなアイデアが必要である．  

2．問題の定義   

押立方体Qれ（れ′≧1）は2点完全グラフ〝2を  

用いて  

Qn＝Qれ＿1×〝2  

と定義される．Qoは単一ノードのみからなる  

グラフである．れ′立方体Qれでは，れ′桁の2進  

数で表された（0‥・0）から（1‥・1）までの2れ  

個のアドレスがノードに1対1に対応し，任意  

の2ノード間にエッジが存在するのは，それら  

のハミング距離が1の時およびそのときだけで  

ある．明らかに，各ノードの次数は〃′なので，  

m′立方体Qmは正則グラフであり，そのエッジ  

の総数は柑2れい‾1である．このグラフは2部グ  

ラフでもある．   

花立方体Q几の部分グラフでQた（ん≦〃・－1）  

に同型な部分グラフを八て部分立方体という．入7  

部分立方体は故障ノードを含まなければ活きて  

いるという．   

論文［3］のテーマは，押立方体Qnのなかに，  

任意のた部分立方体が活きていないときの故障  

ノードの最小個数確を求めることであった．  

別な言い方をすれば，どの雅一1個のノードが  

故障しても活きたん部分立方体は存在するが，  

ある7君個のノードが故障すれば活きたん普持分  

立方体はひとつも存在しない，と言える．明ら  

かに，7諾＿1＝2である．例えば，（0…0）と  

（1…1）のノードが故障すれば，活きた〃．－1  

部分立方体は存在しない．   

ここでのテーマは非常に限定されたものであ  

るが，鳩＿2を求めることである・以下，7諾＿2  

を単に7と書く．記号（00＊…＊）はアドレス  

としてれ．桁目のビットとm一－1桁目のビット  

がどちらも0を持つノード全体から誘導され  

る部分グラフを表す．この部分グラフはQm＿2  

に同型なTl－2部分立方体になっている．同様  

に，（01＊・‥＊），（10＊‥・＊），（11＊…＊）の7巨2  

部分立方体を定義する．するとQれはこれら4  

つの部分立方体を含むこととなる．実際，Qれ  

のノサド重体は4つの部分立方体のノード集合  

に分割されるので，Qれはこれらの4つの部分  

立方体に分割されるという．ただし，分割の仕  

方はこれだけではなく：あきらかにmC2通り  
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の異なる分割がある．   

いま，4つのノード（000…0），（010…0），  

（100…0），（110‥・0）が故障しキとする．こ  

のとき，4つの〃′－2部分立方体（00＊…＊），  

（01＊…＊），（10＊…＊），（11＊…＊）はどれもすべ  

て故障ノードを含むので活きていない．よって，  

ここでの問題は次の決定問題に帰着できる．   

決定問題”l行”′列の0－1行列〝＝裾j）  

を考え，任意の異なる2列ベクトルから作られ  

る〃l個の2ビット  

（ん1カ1J），…，（んmノーmJ）  

が（00），（01），（10），（11）を常に含むようにハノij  
の値を決めることができるか．   

行列〝の各行ベクトルは故障ノードのアド  

レスに対応しておりこの決定問題の答えがイエ  

スとなる最小の〃†′が求めている≠＿2である．  

さまざまなm′に対して最小の印ノを求めること  

は，〃1を先に定めてから，決定問題の答えが  

イエスとなる最大のTl′の値†l，＊を求めても同じ  

ことであるから，以下，後者のかたちで問題を  

考える．   

3．解法   

前節で定めたように，行数れl′≧4を固定する．  

2m個の0－1列ベクトル全体から決定問題の答  

えがイエスとなるように最大個数の列ベクトル  

を選ぶことにする．ただし，列ベクトルに含ま  

れる成分1の総数（以下，ベクトルの重みと  

定義する）は0かられ．まであるが明らかに，  

重みが0，1，伸一1，および〃′のものではどの  

ような列ベクトルとペアを組んでも（00），（01），  

（10），（11）の4つすべてを与えることはできな  

いので，それらは対象から外す．   

ここで，各列ベクトルが一つの頂点に対応し  

ている無向グラフCを構成する．任意の2頂  

点間に辺が存在するのは，その2頂点に対応す  

る2個の列ベクトルが作るれ7′個の2ビットが  

（00），（01），（10），（11）を含むとき，およびその  
ときのみとする．すると，我々の問題はこの無  

向グラフCの中に含まれる最大の茸全部分グ  

ラフ（クリーク）を見つけることに帰着される．  

そのときの位数が〃・＊である．   

つぎに，グラフの頂点全体を対応する列ベク  

トルの重みで分類する 

L引）は列ベクトルの重みが丁度Å・となる頂点  

集合を表し，拓（2≦ん≦L引）は列ベクト′レ  

の重みが丁度押一八てとなる頂点集合を表わす．  

祐と穐から誘導される部分グラフを打たと  
育たとする．この2つのグラフは同型もしくは  

同一である．   

補題 Cたに含まれるクリークの最大位数は  

m＿1〔㌔＿1である．   

定理 〃J・＝27）もしくは川・＝27ノー11のとき  

”・＊＝m－1（ブp－1である・   

系 いくつかの7～・の値に対して「′ニ「′完ノ＿2を  

示す．  

〃′＝3→↑＝4  

”・＝4→1／＝5  

5≦7！・≦10→7＝6  

11＜†J▼＜15→「′＝7  

16≦廿≦35→「′二8  

36≦廿≦56→「′＝9  

57＜‖＜126→↑二」0  
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