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1，まえがき   

グラフにおける節′克と節点部分集合（領域）との  

間の連結度を表す概念として節点領域連結（以下  

NA連結）というものが提案されている【1】－【4］．NA  

連結性については既に様々な性質が明らかにされて  

いる∴例えば【3】では．NA連結度を保つ技数が最小  

の全域部分グラフを求める問嘩はNP困難であるが．  

近似解として，疎な全域部分グラフを多項式時間で  
構成できることが示されてい 

本稿では．NA連結度を保つだけでなく．節点と  

領域間の距離も保つ疎な全域部分グラフを構成する  

多項式時間アルゴリズムを提案する．  

2．詣定義   

撫向グラフG＝（V，g，の（ただし節点集合V．枝集  

合g．枝の長さ（た（〟（わlビ∈g））．Gの節点集合．枝  

集合を．それぞれV（G），g（G）とも表す．ⅥG）の部分  

集合∫，r⊆V（G）に対して．カットg（∫，r；G）を  

g（∫，r；G）＝†（り）∈g（G）＝と∫，ノ∈r）で定義する．V  
の部分集合ち餌＝叩I町⊆V．た1，2，‥リク（≦l叩）に対  

して．（G，れを領域グラフと呼び．各町を領域と呼  

ぶ．グラフG′が，V（G′）⊆ⅥG）かつg（G′）⊆g（G）を  

満たすとき．G′をグラフGの部分グラフと呼び．特  

にV（G′）＝Vの時は．G′をグラフGの全域部分グラフ  

と呼ぶ，Gの全域部分グラフ〃＝（V，門で．〃は閉路を  

持たないが，Yg∈g－Fに対しても（仇FU（わ）が閉路を  

持つとき．〝をGの極大全域森と呼ぶ．特に連結な極  

大全域森を全域木と呼ぶ．グラフG＝（V，g）．Vv∈  

V．W⊆V－（l引こ対して．†f⊆g（lFl≦た－1）をgより除  

去したグラフG一た（V，g一理こおいて．vと∃ll′∈Wが連  

結であるとき、節点l′と領域Wはk－NA枝連結である  

という．qにおいて節点l′と領域Wがk－NA枝連結で  

ある最大のたを．節点l′と領域W間のNÅ枝連結度とい  

い，人（V，W；G）で表す．領域グラフ（G，抑こおいて、  

ナH＝l，2，‥．，〝）に対して、ナv∈甘酢とWがk－NA枝連結 Il  

であるとき．領域グラフはk－NA枝連結であるとい  

う．領域Wが一点からなる時、NA技連結は通常の枝  

連結と一致する．Gの部分グラフPが．v（P）＝（v．，Vヱ，l′，  

い‥，l′ト1，－′．）かつg（β）＝（（V．，l′ヱ），（l′ユ，l′．，），・・・，（Vげり）を満た  

すとき、Pを－′1とl′∫間の経路長∑f≧．‖〟（恒V∫．1））のl′．－l′パ l  

スと呼ぶ．パスの集合に対して．その任意の2本の  

パスが共有枝を持たない時、これらのパスは根独立  

という．Gにおける節点lリl′閉の距馳血巾′，ll′，G）を，  

l′，lリ間のパスの中で最も短いパスの綻路長と定義  

伊藤大雄ITOHiro  

し．そのパスをl′，W間の最短パスと呼ぶ．Gにおける  

領域W－，W，閃の領域間距離を、  

〟J・叫W．，隼，G）＝川叫〟雨（l′，－1′，G）ド押．∈W．，Ywヱ∈隼）  
と完発する．特に一方の領域が1つの節点からなる  

時、節点領域間距離と呼ぶ‥†∈Vを根とするGの全  

域木「で．〟′珂．㍉ltノ，れ＝〟f∫J（∫，W，G）を満たすものを，  

∫を舵とする最短パス木と呼ぶ．  

3．叩こ関する従来の結果   

k－NA技連結領域グラフが与えられた時，枚数最小  

のk－NA枝連結全域部分グラフを求める問題はNP国  

難であることが分かっている【3】．しかし，枝致が  

甘抑以下の全域部分グラフならば，多項式時間で求  

めることができる．  

【補題1】■別   

姓向グラフG，任意の自然溜誠に対して，Gの全域  

部分グラフG′＝（V，且つが   

人（l′，W；Gつ≧川抽（人（l′，W；G），鬼）ねー｝v，W∈V  

を満たすならば，   

人（l′，W；Gつ≧川J〃（ス（l′，W；G），た）  

brソl・∈V，Jw⊂い†v）  

が成り立つ．  口   

碑向グラフG＝（V，g）が与えられた時．枝連結度を  

保存する金城部分グラフを次のように構成する．極  

大仝域森〃．＝（V，FJを偶成し・次に部分グラフ（V，g－  

Ft）の任意の極大全域森〃，＝（V，F，）を構成する・同株  

にして．部分グラフ（V，ふUk】叩‘）の任意の極大全域  

森巧＝（V，りを・且（ろ≠≠知l≦ノ≦ヨr，雪＝≠如ノ＞  

r）まで構成する・続いて・g・＝Uf＝1ノダf・Gノ＝（V，り ノ  

U＝1，…，r）を偶成する．  

【補題2】【5】   

仰向グラフGが与えられた時、上のようにして構  

成されたグラフG上は次の性質を満たす・  

・ス（l川・；G上）＝〃血（ス（v，い′；G），た）知）、′，い′∈V  

・－g（Gよ）1≦出Ⅵ  ロ  

【定理1】r31   

白禦ミ数た，た－NA枝連結領域グラフ（G，れ．ズ＝（W‘t  

町⊆V、J＝1，2，・・・，〝（≦l叩†に対して・Gの全域部分グ  

ラフG′＝（V，且つで  

Ul′∈V，）町∈ズに対して  

ス（l′，町；Gつ＝人（l′，町；G）   

・lgl≦太lⅥ  

を満たすものを構成できる．  
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補題1は．枝連結性を保存する部分グラフG′は，  

NA枝連結性も保存することを示しており．更に帥  

題2から，このようなG′を実際に偶成できるので．  

定理1の結果が得られる．  

3．節点領域枝連結性と節点領域間距離を保存する  

ス（V一明；G…刷〝，）＝′”叫人（l′，町；G），た）  

brナv∈仇Yw、∈Ⅹ 1  

が成り立つ．   

次に・G…叫，においては・彗（、ツ≦′丁旧（た・州の枝は  

すべて含まれている・つまり、各節舟l′i（た1，2，…，〝）  

を根とする最短パス木が含まれており．－リ‘と領域W． 1  

の間の枝の長さは0なので．節点l′∈Vと領域W．∈ズと l  

の間の節点領域間距離を経路長に持つパスの枝はす  

べて含まれている．従って．  

r加（l，，γ，G．刷イ，，）＝〟瑚v，町・G）知Vv∈隼Vw・∈ガ J  

が成．り立つ．   

またG′刷〝）は極大全域森′¶叫た，〆個から偶成さ  

れるので・lg（G′〃仙〝〉）l≦′”〝耽〝）tⅥが成り立つ・  

ii）アルゴリズム尺e∫l′＿C〃朋gCLβ／叫G，抑こおいて．  

G，刷′りを構成するためには・最短パス木を〆臥極  

大全域番を川〝∫（た，両国構成しなければならないの  

で．0（〝（l別冊呵仰）＋た（l仙gl））時間が必要である．  

従って，題意が証明できた．  ロ   

アルゴリズム尺e．†l」C卯〃eCし凱打（G，弟で構成される  

グラフG…几…は・領域集合ズの任意の2つの領域に  

対して．領域間距離も保存する．更に．節点領域連  

結度と同様にして定義される，領域間枝連結度  

（AA枝連結度）【3】も保存する．  

3．まとめ   

アルゴリズム   

本節では．NA枝連結性を保存するだけでなく，  

節点領域間距離も保存する．枝数が0（J〃〃（た，〝）l叩の  

全域部分グラフを偶成する多項式時間アルゴリズム  

を与える，  

けルゴリズム尺郎l′＿C♂〃〃gCL上）f頭G，れ）  

領域グラフ（G，札片＝†叫川1⊆V，／＝1，2，‖リ〝（≦l叩）  

に対して  

Stepl：各領域町（／＝l，2，…，〝）に対し，ダミー節点l－′・ l  

を用意し．押．と町の各節点の間に長さ0の枝を  

張る．  

S【eP2‥各－l′fを根とする最短パス木rを偶成し．Gとの l  

共有部分グラフ∫戸（V，g（T）ng（G））  

を構成する．  

Step3＝Gの極大全域森〟l＝∫Ⅰ＝（V，F－）・  

Step4‥部分グラフ（V，g（∫，）－（g（∫2）nFl））を含む任意  

の極大全域森〃，＝（V，F，）を偶成する．  

Step5：同株にして．  

部分グラフ（V，g（与）－（g（ち）「叫＝1ノ‾1F‘））を含む  

任意の極大生成森巧＝（V・りを〃…叫，まで  

構成する．  

Step6‥ち＝∪∫＝－ノ彗t？′＝（V，り（／＝1，…・胴耽J，））を  

構成する．  

【定理2】  

i）領域グラフ（G，れ，∬＝（呵川1⊆竹f＝1，2．‥．，J，（≦冊））  

が与えられた時．アルゴリズム  

伽∫l′＿C卯／IeCし上九叫G，ズ）において構成されるグラフ  

G刷′，）は次の性質を持つ・   

●Å（l′，W‘；G…刷′，，）＝m叫人（V，町；G），たl  

わrY′l′∈V，VW．∈ズ l   

◆〟／∫小，町G叫川）＝〟血（l′，γ；G）  

わrYl′∈V，Yw．∈ズ l  

・1g（G川棚〝））I≦川叫慮，′，）lⅥ  

ii）領域グラフ（G，れ．ズ＝（町l町⊆V．た1，2，．‥，β（≦  

削）‡に対して、アルゴリズム尺ビ∫lノニC釧neCしD雨（G，れ  

は・Gの全域部分グラフG〃血′，lを  

0（〆闇＋IⅥわgl叩＋細Ⅵ＋脚））時間で構成する．  

（．証明）  

i）補題2の証明【5】と同様にして．  

人い′，－1′；Gよ）＝′7－叫ス（l′，－l′；G），た）br｝l′，－l′∈V  

が成り立つ．更に．補題1から枝連結性を保存する  

任意の部分グラフは．NA枝連結性も保存するの  

で．  

本稿では．節点領域枝連結度を保存し．更に節点  

領域間の距離も保存する，枝数′，－m（た，ク）lⅥ以下の全  

域部分グラフを求める多項式時間アルゴリズムを提  

案した．  
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