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無向ネットワーク内の全ての最小カットを表す  

カクタス表現の構成について  
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任意のペアが高々1つの頂点しか共有しないとき，  

そのネットワークををカクタスという．1つの頂  

点からなるネットワークを自明なカクタスという．  
なお，カクタスにおいては全ての辺の容量は1と  

する．ネットワークⅣ＝（11且，C）に対し，カクタ  

ス先と写像p‥（l′1¢）→lヰ′を導入する・Ⅳはカ  

クタスの節点集合である．1γはp（¢）＝エとなるよ  

うな節点ごをもつことがある．また，C（花）は花内  

の全ての最小カットの集合を表す． 

定義1Ⅳの最小カットからなるある集合C′ ⊆  

C叩）に対し，（兄，甲）が次の（i），（ii）を満たすとき，  
（冗，甲）はC′に対するカクタス表現であるという・  

1 はじめに  

無向ネットワークⅣ＝（Ⅴβ，C）における全ての  

最小カットを簡明も；表現するデータ構造としてカ  

クタス表現がある．ただし，ⅤはⅣの頂点集合，・且  

は辺集合，C岬の重みを表し，m＝附，m＝1月l  

とする．カクタス表現を同いると，Ⅳの全ての最小  

カットを，カクタスの最小カットとして簡単な計算  

で効率よく求めることができる．カクタス表現は，  

辺連結度増加問題や辺分離問題などを効率よ■く解  

くために広く応用されている．   

これまでに提案されているカクタス表現構成アル  

ゴリズムでは，Gabow【1】による0（几mlog（m2／m））  

時間アルゴリズムや，永持と亀田【2】による0（れm＋  

乃2logm＋lⅣ匝logれ）時間アルゴリズムがある・  

ここで，岬は出力されたカクタス表現の節点数で  

ある．   

本研究では，文献【2】のアルゴリズムを改良した  

新しいアルゴリズムを碍築した・その計算時間は  

0（乃m＋乃2lo去れ＋lC匝log几）である・ただしICl  

は出力されたカクタス表現における閉路の数を表  

す．カクタスではICl≦四1が常に成立するので，  

本研究のアルゴリズムの計算時間は【2】より短縮さ  

れている．  
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（i）花の任意の最小カッ   

射し，芳＝（≠∈V   

l′lp（γ）∈Ⅵ′′－5）   

成り立つ．  

（ii）逆に，Ⅳにおける任意の最小カット（ズ，X）∈   

C′に対し，ズ＝（祝∈l′lや（祝）∈5）∴貢＝   
（γ∈l′lや（γ）∈lV－g）であるような最小   

カット（阜Ⅳ－5）∈C（花）が存在する・ロ   

例えば図1のネットワークⅣめC（Ⅳ）に対する  

カクタス表現（先，p）を図2に示す．   

3 アルゴリズム   

入（β，り＝入（呵が成り立つ辺（β！f）は臨界辺と呼  

ばれる．まずⅣのある臨界辺（β，土）を見つけ，その2  

点間の最大フローを求める．その結果βとfを分離  

する全ての最小カットを見つけることができ（その  

数をγ－1（≦0）とする），それらの最小カットにした  

がって，l′を互いに素なγ個の野分畢合（巧，‥・，隼）  

に分割できる．2つの正整数んとた（1≦ん≦た≦  

γ）に対し，lて九，た）≡仇Ul克＋1∪…Ul克と定義す  

る．β，fを分離する全ての最小カットを見つけた後，  

2 定義   

Ⅴを2つの部分集合ズと万（＝Ⅴ一方）に分割  

したとき，それをⅣのカットといい（ズ，雷）で表  
す．またその2つの集合にま．たがる辺の容量の和  
をカットの大きさといい，C（ズ，雷）で表す・入（Ⅳ）≡  

min（c（ズ，雷）l（ズ，万）はⅣのカット），入（叫ル）≡  

min（c（ズ，芳）l（ズ，芳）はⅦとγを分離するカット  

）と定義する・C（ズ，芳）＝入（Ⅳ）を満たすカット  

（ズ，雷）をⅣの最小カットといい，Ⅳの全ての最小  
カッ．トの集合をC（Ⅳ）で表す．   

全ての辺がどれかの閉路に属していて，閉路の  
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1点に縮約して得られるネットワークである．以上  

をふまえ，本研究め生体のアルゴリズムは次のよう  

に再帰的手続き．七して書ける．  

ProcedureCAGTUS（N）  
1・Ⅳの．ある臨界辺（り） 

表現（月（刷，p（；，t））を求める・ 
2．Ⅳを（Ⅳ1，‥．，〃r）に分解し，各州において，   

C（弼）に対する申ク．タス牢現（射り抑i）を，   

手続きCACTU白（弼）により再帰的に求める．  

3・（花Ⅳり細）を（先（瑚，p（β，t））に結合させること   
でC（Ⅳ）に対するカクタス表現笹，p）を求める・   

最後に計算時間について述べるが，最妙に入（呵  

を求めておくのら；？（mm＋几2log几）時間かかる．  

2点β，土間の最大フローは，本研究のアルゴリズ  

ムのようにあらかじめ∂，壬と指定して．おく必要が  

ない場合は，［3】により0（ml？g乃）時間七求まる・  

手続きCACTUS（N）では最大アロ」を何回も求  
める必要があるが，最大プロ⊥を求めるのにかか  

る全体の時間は0（lq血logm）時間であることが  

示せる（証明略）．他の部分の計算時間はその時間  

以下であることを示せるので，全体の計算時間は  

0（れm＋m2logm＋lC匝log7－）である．   

4 計算機宰験の繹栗   

本研究のアルゴリズムをC言語で記述し，ワー  

クステーションSUNUltra2上で実行させること  

により，実際どの程度の時間がかかるのかを調べ  

た・例えば，lC・Iがれにほぼ比例するようなランダ  

ムグラフでは，m＝1000，m＝2000のときのCPU  

時間は約5分，lClがきわめて少ない（およそ5以  

下の）ランダムグラフ、では，れ＝1000，m＝20000  

のときのCPU時間は約I分となった．   
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図1：ネットワーク〃の例（ス（Ⅳ）＝4）  

〈β〉   （タ〉   

図2‥C（Ⅳ）に対するカクタス表現（花，や）  

C（竹誹ル最））＝入岬）（1＜壱≦J＜γ）を満たすよ  

うな最小カット（り盲，j），砺）も全て求める・そう  

すると，以上で見つかった全ての最小カットを表し  

た（5，t）－カクタス表現を構成できる【21．なお，2点  

β，土間に最大フローを流した後，（β，f）－カクタス表  

現を求めるのにかかる時間は0（m＋几）である［2ト  

例えば，図1のネットワーク〃でβ＝8，f＝9と  

選んだときの（8，9）一カクタス表現は図3のように  

なる」  

り，2，イ，5〉 （j，∂，7，Jの   

【コ 
｝ 

図3：図1のⅣにおける（8，9）一カクタス表現   

この時点で求まっていない最小カット（ズ，1′一方）  

は，ある部分集合Ⅵに対しズ⊂t与を満たすような  

ものである．【2】ではここからβとfを縮約したが，  

本研究のアルゴリズムでは入力されたネットワー  

クⅣをγ個のネットワーク叫，…，弗に分解して，  

残りの最小カットを求め．る．ただし抑まl′－1うを  
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