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1 はじめに   

本報告ではある完備な証券市場における証券の均衡価  

格系に関する比較静学を行う．いわゆるArrow－Debreu  
証券を導入して状態価格を定義することにより，下記の  
2種の変化に対する証券の均衡価格系の変化はある単調  

性を持つことを示す：（1）市場の投資家の不確実性に関  

する共有確率信念が尤度比優位の意味でシフトする場  
合；（2）市場の投資家のArrow－Prattの意味での危険回  

避性が変化する場合．  

汀i＝P（（ui））（＞0），盲＝1，2，‥・，m‥状態現 に対  

する市場の共有確率信念  

とし，打＝（訂1，汀2，‥・，訂n）丁∈△nと定義する，ただし  
△nはm次元確率分布ベクトルの全体である．   
仮定2．1より市場は完備であるから，投資家よの最  
適化問題は，決定変数として   

cij，ブ＝1，2，‥・，乃‥期末の状態叫における消費量  

を持つ，次の数理計画間堰として表すことができる‥  

n  

maximize ∑Tjui（cij）  

J＝1  
n †1  

subjectto∑cijPj≦∑eijPj  
メ＝1  J＝1  

2 証券市場モデル  

1期間の証券市場モデルを考える．期末め市場の状態  

からなる有限集合をn＝（ulル2，‥‥，L㌦）とする．市  

場にはm（＝lロー）種の証券が存在するものとし，   

弟（：n→兄），壱＝1，2，…，m‥証券よの期末の配当   

（価格）を表す確率変数  

と定義し，ごiJ＝弟（uj）（叫∈n），諾王＝（∬盲1，£i2，・‥，  

，…蘭子列ズ＝（舶】  
吉  

仮定2．1（完備性）市場は完備である，すなわち，（認よ：  
五＝1，2，・‥，m）は線形独立である・  口   

各状態叫（言＝1，2，…，柁）に対して，状態条件付き請  
求権（Arrow－Debreu証券）Diを想定し，   

抽）＝毎＝ 
〈三；三；… 

叫∈n  

とする・このとき，ズよ＝∑デ＝1旬qが成立する・い  

ま，証券β壷の期首の価格（状態叫の‘状態価格りを  
裾ズiの期首の価格を酌とすると，射＝∑；＝1ご欄  
（盲＝1，2，…，m）が成立する・   

さて，証券市場には†乃人（m≧1）の投資家が存在  
し，投資家i（＝1，2，‥・，m）は順序組（叫，ei）で規定さ  
れる，ただし   

叫（：花→兄）：投資家盲の期末の消費に対するvon  
Neumann－Morgenstern（vN－M）効用関数，   

eiJ，j＝1，2，…，托‥投資家iの期末の状態叫にお  
ける消費に対する初期賦存量  

であり，e‘＝（e砧e電2，‥・，e‘m）T∈花打と定義する・  
さらに，すべての投資家について総和を取って，e＝  
∑毘1ei∈兄nを定義する・   
すべての投資家は，期末の市場の状態に関する不確実  
性について，同一の確率的評価を持っており，  

（PS）‘  

以後，投資家盲の消費計画をcf＝（c狛C払‥・，Ciれ）r∈  
花nと表す．   
以上から，証券市場モデルは順序組（（（ui，ei）；盲＝  

1，2，‥・，ml），汀，ズ）により記述される・   

3 均衡価格系  

定義3．1（均衡）証券市場モデル（（（叫，eiい ＝1，  

2，‥・，m），汀，ズ）における均衡とは，各投資家盲（＝  
1，2，‥・，m）の消費計画ciと状態価格系pとの順序  
組（（c哀；哀＝1，2，‥・，m），p）で，以下の2条件を満たす  
ものを言う：  

（Cl）状態価格系pを所与とすると，各投資家壱（＝   
1，2，…，m）の消費計画ciは数理計画問題（PS）f  
の最適解である，  

（C2）∑≡1C査＝e・  ロ   

いま，投資家の重みづけベクトルぴ＝（ひ1，lU2，・，  

ひm）r∈兄アに対して，（効用）関数甘∽（：花→花）を  

00＝S埴廟）‥妄£f≦yト∈兄  
（3・1）  

で定義する．   

本報告では市場の完備性を仮定しているので（仮定  
2．1），厚生経済学の第1定理から，次の定理を得る・  

定理3．1（（ci；査 ＝1，2，…，m），p）を証券市場モデ  
ル（（（叫，ef）；盲 ＝1，2，…，m），汀，ズ）の均衡である  
とする． このとき，ある重みづけベクトルw ＝  

（ひ1，l〃2，…ルm）T∈兄竿が存在して，VN－M効用閲  

去  

て，（e，p）は均衡を与える・  ロ  
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この定理から（（ci；f＝1，2，‥・，m），p）を証券市場モ  

デル（（（ui，ei）；哀＝1，2，‥・パ椚），∬，ズ）の均衡であると  

すると，ある重みづけベクトルⅧ∈兄アが存在して，状  

態価格系pを所与とすると，消費計画c＝eは，VNJM  

効用関数ひ∽，初期賦存量eを持つ投資家（朋肌e）の次  
の最適化問題の最適解でなければならない（条件C2）：  

定義4・1（尤度比優位）αj ＝（αi，夷，・‥，α去F ∈ れ 
△，ノ＝1，2を口上の2 

． 

（TbtallyPositiveoforder2），すなわち  

l
▼
に
 
2
t
に
 
 

α
 
α
 
 

l
・
l
 
り
一
・
l
 
 
 

α
 
 
α
 
 

≧0，1＜豆＜た＜乃  （4．1）  
†l  

maxim元e ∑木伽（cJ）  
J＝1  
n n  

subjectto ∑cjPj≦∑ejPj・  
メ＝1  ブ＝1   

が成立するとき，α2はα1より，尤度比優位の意味で大  

きいと言い，α1≦LRDα2と書く．  口   

さて簡単のため，証券ブ＝1，2，‥・，乃とそれらから構  

成される証券ボートフォリオを代表して，   

ズ（‥n→兄）：ある証券ポートフォリオの期末の配  

当を表す確率変数  

とし，エゴ＝ズ（ui）（叫∈n），詔＝（コニ1，エ2，…，∬n）Tと表  

し，その期首の価格を9で表す．  

定理4・1もしごiがよに関して増加（減少）であるな  

らば，  

9≦（≧）去叫ズ】  （4・2）  

（PS）  

以下では，簡単のため，現＝ひⅦと表し，投資家（叫e）  

を市場の統合的投資家と呼ぶことにする．  

イ反定3．1市場の統合的投資家のvN－M効用関数u  

（：先→花）は2階微分可能で，U′＞0，u′′≦0，ただし  
u′，U′′は，それぞれuの1階および2階導関数である．  

ロ   

均衡における状態価格系pを，統合的投資家のvN－M  

効用関数・uと市場の共有確率信念汀で特徴づけるため  

に，上記の数理計画問題の最適性の条件を吟味する．   

一般性を失うことなく，el≦e2≦・‥≦eれと状態  
が番号付けられているものとする．このとき，u′′≦0  

より，  

祝′（el）≧u′（e2）≧‥・≧u′（eれ）（＞0）  （3．2）  

が成立することに注意する．また，同じく，・u′′＜0より，  

数理計画問埴（PS）ほ凸計画問題となってい富．   
消費計画c＝eは問題（PS）に対するⅠくarush－Kuhn－  

Tucker条件を満たさなければならないことから，pi＝  

仰′（eゴ）／入を得る，ただし入（＞0）はLagrチnge乗数で  

ある．   

状態価格系p＝（pl，p2，…，pn）Tには正の乗数分の  
任意性があるため，正規化条件として，∑た1eip宣＝1を  
設ければ：  

定理3・2 均衡における状態価格系p＝（pl，p2，‥・，  

pれ）Tは次の関係式を満足する：  

が成立する．   

βT［ズトq月は証券ポートフォリオの期待超過収益  
と同じ符号を持つことに注意すれば，定理4．1は“市場  
の期末の総消費量と‘正（負）に連動する’収益を持つ証  

券ボートフォリオの期待超過収益ほ正（負）である”こ  
とを述べている．   

いま，共有確率信念打として2種叶ブ＝．1，2を考  
え，それらに対応するp，曾，尺を，それぞれ〆，9J，廊，  
j＝1，2で表すことにする．  

定理4．2 市場の共有確率信念．汀が，尤度比優位の意味  

で大きくなれば，安全資産の期首の価格は減少する，した  

がってその無危険利子率は増加する，すなわち訂l≦LRD  
汀2ならば月1＜月2が成立する．  口  

走理4．3 汀1≦LRD訂2と仮定する／もしご‘が五に関  
して増加（減少）であるならば，  

91月！≦（≧）92月2  

汀iu′（ei）  

が成立する．   ，吏＝1，2，…，↑l・（3・3）  釣＝   n  

∑木（eたU′（e川  

ふ＝1   

定理4．3 は“市場の共有確率信念訂が尤皮比優位の  
意味で大きくなれば，市場の期末の廃嫡費量と‘正（負）  
に連動する’期末の配当を持つ証券ポートフォリオの，安  

全資産をnum占raireとする期首の価格は増加（減少）す  
る”ことを述べている．  

4 市場の共有確率信念の与える影響   

本節では，  

・市場に存在する証券の種類とその期末の配当，すな  

わちズに変化が無く，  

・各投資家盲（＝1，2，‥・，〟）のvN－M効用関数叫  

と初期賦存量e‘に変化が無く，  

したがって   

●市場の統合的投資家のvN－M効用関数uと初期斌  
存量eに変化が無い  

ものと仮定して，証券市場の共有確率信念℡が均衡に  

おける状態価格系pに与える影響を調べる．  

5 市場の危険回避性の与える影響   

紙面の制約上，省略する、  

参考文献  

【1】Dufhe，D・，Dynamic AsseiPrici7tg乃eory，2nd  

Ed・，PrincetonUniversityPress，Princeton，1996．  

【2］Huang，C．andLitzenberger，R．臥，Fbundaiions   

Jbr Financia（Economics，North－Holland，New  
York，1988．  

－109－   

© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




