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1 Introductioll 

We consider multiclass M／C／1reedback queues、Vith gated  

discipli）leS．CustomersiJlthe system are classi鮎dilltOJ  

groups．Fbrther，grOuPicol－SistsorLiCIasses orcustomers・  

Let∂ ≡（（よ，α）：・よ ＝1，…，Jalldα ＝1，．・・，り，a・lld  

Jc≡∑f＝1Li．ClassαCUStOmerSbe】oI】gingtogroupi（（i，α）－  

CuStOmerS）arriveatstationirromoutsidethesystemaccord－  

i11g tO a Poisson process with ra・teli。（（i，α）∈S）．Ser－  

vicetimesSi。Of（i，α）TCuStOmerSareindepe11dentlya・llda・rbi－  

trarilydistributed、、′itl＝一Ieal－E（Si。】andsecondmornent声i。  

（（i，α）∈S）．ArterrcceLivingaservice，a11（i，α）－CuStOmereither  

kedsbilCkLoLhesystema11dis（：llangCdilltOa（j，β）－CuStOlller  

Wjthprobabilitypi。．jP，OrdepartSfromthesystem＼刷一prOb－  

a・bility恥00＝1－∑た1∑吉皇1pf。，メβ（（函），（J誹∈占）・   

Weco11SiderprioritlySCheduliIlga・lgoritllmSfbrwhicllgrOuPi  

haspr10rityovergroupji＝くj．ThesystemisseparatedilltO  

tlVOPa・rtSWhichareca・11edthe‘servicefacility’aIldthe‘waiting  

rooms，of t，he stations．The server select．s o11e Of t．he stat，iollS  

atatime，a・ndthe110PenSitsgate，Whichseparatestheservice  

faciliLyfI・Omitswaitingroom・WtconsiderthegateddiscIPlil－e，  

tllatis，Whe11thegateopellS，allcustomersa・ttlleStationellterS  

theserviceracilityin batches atatime，a・11d theJltllegateis  

immediatelyclosed．Theserverservescustomersintheservice  

faciIity ulltilhe emptiesit，aIld then selects al10ther sta・tiol－  

alldope11Sitsgate・Eacha・rrivingcustomer（exogenouslyorby  

fbedback）joinsoneofthe、Vaitingroomsofthestations，The  

ServiceorderofcustomersintheservicefacilityisFCFS・  

We collSider宇io・j．and宇ia・j（r）that satisb，equations：  

宇両＝βl．ぎf。い∑去＝1∑；皇l恥小字恒a・l－d宇‘。，JM＝r＋  

∑去＝1∑子宝1伽両石両（0≦J≦J，（れα）∈∂aI－dT・≧町All  

emptysum，Whichoftez】OCCUrSatj＝0，isdennedtobeOhlOm  

l10＼VOn．Furt．herlVedeEiIletra（ncintensities：   

Jエ．  

〝ナ ≡∑∑常長軸J＝0，1，‥・，J・（1・l）  
f＝lo＝l  

Let（K，a）del10tethesta・tioll－Classpairofacustolnerbeing  

served，andlet r be his remaining ser＼′ice ti7ne．Let Sb≡  

Su（（0，0））・Numberof（i，α）－CuStOmerSintheservjcefacility  

（exceptroracustomerbeingserved）isdel－Otedby9i。（（i，α）∈  

S）．Let gi…（9ie，：α＝1，…，Li），alld g≡（gl，‥・，gJ）・  

Numberof（i，α）－CuStOmerSinthewaitingroomisdel10tedby  

mf。（（よ，α）∈占）．Letnf≡（叫。：α＝1，‥・，ん），alld n≡  

（nl，．．．，nJ）．Thesevaluesattimetaredenotedbythesame  

110tationsfo1lowedbyL（t）’・  

Thec′JLcustomer（del10tedbyce）arri、′eSrrOmOutSidcthe  

SySt・elnatePOCl－q昌（e＝1，2，・・・）・Letq芸beatimeepoct－  

jusい、′heIlhe arrives（by a feedback）at ol－e Orthe statiol－S  

aftercompletingllisk，／Lservicestage（ん＝1，2，．．．）．Ⅵ厄dc→  

noteillfbl・ma・tiollSOfthesystema・t抽Ile＝〕yL（（）・T†allSitioIl  

epochs orthese processes consist ofcustomer arri、・alepochs  

aIldserl′icecomp）etjonepochs．The】1】et（．Y（l），Il（（））denote  

astation－ClasspalrOfa11arri、′1ngCuStOmeratthelasttraI－Si－  

tio）lePOChbeforet（t・≧0）・＼鴨denllethestochEISticprocess  

Q＝（Y（f）＝（ズ（り，r（り，K（り，坤），r（り，g（けn（り，ム（り）：l≧  

0）、、riLhthestatespaceE・   

Fbrc＝1，2，．．・，t≧Oand（i，α）∈S，Cんf。（［）≡1irce  

staysiIILlle、、′aitil－grOOllla5al一（i，α）一CuStOI71era・t til－1CI・，Ol■  

Ca・i。（［）≡00therwise・Further，（昔i。（Ir）≡1ifcestaysin  

theservicefacilityorreceivesEI・SerViceasan（i，α）一CuStOmernt  

timet・，OrC旨i。（（）≡00therwise・The－1Wedetil－e  

Y ］，（1・2）  l巧。（Y，e，り …  Cんf。（り叫Y（ギ）＝   

上；ん1cん誹叫Y（願Y］，（1・3）  l・咤（Y，e，り ≡ β  

Y ト1・4）   嬬  （蒜‘。（り叫Y（αア）＝  吾。（Y，e，り ≡  

畑e・り≡β肝Ic；誹叫瑚）＝Y］，（1・5）  
fbr（i，α）∈S．l＝0，1，2，．・．，andY∈E・ltcanbesho、Vl一：  

l一机。（Y，e，L）＝lJ叱（Y，e，l）＋ELIJ11。（Y（0・；．．），e，L＋1）IY】，（1・6）   

F；。（Y，e，l）＝克（Y，e，L）＋EtF；。（Y（qF．1），e，L＋1）LY］，（1・7）  

for（i，α）∈S，L＝0，1，2，．．．andY∈E・（Tlleabovecol－ditio11  

YdellOtetherollowingcolldition：Y（qf）＝Y．）  

2 Busyperiodprocesses  

rbrallyY∈fa・tallytrallSitionepoch，）etC＝C（Y）beaset  

OrSOmeSPeCiRedcustomersstayillthesysLema・t that time・  

Fbrexample，ifan（i，α）－CuStOmeratthemLhpositiol－Ofthe  

queueisinC，then（i，α，m）∈C・   

FbranyY∈Ca・ndanyC＝C（Y），letBj（Y；C）bea（gener－  

alized）busyperiodofthesystelnillitiated、VithstateYuIltil  

theLhttimewhen thesystemisclearedorthecustomersil－  

Calldcustol11erSa・tStatioIISl，‥．，j，eXCeptrOrCuStOmerS、、rho  

E7reiz－i山IJyinthesystemanda・re＝Oti一一C・The一川′ehave  

r叫J（丁う＋∑∑（f，叩．）∈COr叫J  
β【βJ（Y；C）1＝  

ト万   
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wl－ereCO＝C＼（acustolneI・bei”gSerVed）（0≦j≦J）．  

Let万㍍（Y；C）beいIeePC血dIlumbel・Or（L・6）－CuSLomcI・S、aL  

acompletio11epOChorBJ（Y；C）．Tllen  

祇（Y；C）＝∧り。（C）＋丁、か－ん∂＋∑∑（叩ね庖＋ん∂），  
（㍉0．…）∈CO  

fbrO≦j＜L≦Jand（L，∂）∈S，WhereN6（C）isthenumber  

of（L，6）－CuStOmerSnOtiI－C・EhEndxL．1Baregi、′el－inLl】・   

3 InitialsoJOurntimes  

托r a】－yJ＝ 0，1，2，…，1et Y ＝（ノ，β，㍍，町・，g，n，⊥）∈ ど  

be thestate ofthe systelTl山qf．SiJICel／咤（Y，e，E）＝O  

a・ndJ弘（Y，C，L）＝Ofor（i，α）≠（j．β），WeCOnSidertIleCaSe：  

（よ，α）＝（ノ，β）∈β．   

TheleI－gthoftimeuntiltheselrviceperiodorcebegiⅠ一Sis  

equaltoBj，1（Y；CG）、、′hereCG≡CG（Y）isasetcomposed  

OrfbllowingcusLomers：aCuStOmerbeingservedcurreI－tly，CuS－  

tomersilltheservicefacilityandcustomersbelonglllgtOgrOuPS  

l，．・・，j－1＼Vhostaylnthesystematce’sarrivalepoch．HeIICe  

UndersomeLassumptions’，≠・ecanShowthattherunctiollSde－  

n‖ビdi－－（′1．1）れIiし1（・1．2）aresoll止ioI－SOreq11atio‖S（1．6）仙1  

（l．7），reSPeCti、，ely．   

uTedol10tgi＼－eheretheprecisedcRIlitiollSOrtheabo、・eCO－  

CmCielltS Vi。，7li。，Wi。，fi。，1L・i。Ji。・Theseconsta・Ⅰ一tS Can bビ  

explicitIydeterminedbythecoefncie11tSOrtllerunCtionsl咤，  

柁，Ebk，（0・h＿．）lY】aI－dElnk，（qF．））lYJ・TIleSediscussionsare  

SimilartothoseillLl］．UniqueIleSSOrthesolutionsorequatioI－S  

（1．6）and（1．7）lnayalsobesl－0、、・）一．The一一l・i■1。andi；。COil－Cidc  

＼Vith t■tl。a11d F；。de鉛1edby（l．2）alld（1A），l・eSpeCti、▼eIy・   

5 Steadystatevalues  

AsetofaTivalrates（6io：（i・α）∈S）isdefiⅠ一edbyasetor  

equatiol－SO．。＝入i。＋∑f＝．∑吉±1∂jPPjPj。（（i，α）∈S）・Let  

fXa＝5Na声．J2（（rc，a）∈S）al－dfOO＝0．Furtherlet6Ka＝  

∂用βトゞ相＝（㍍，α）∈β）a－－d庁㈹＝1－〝J．   

UIldersomesteadystateassumptiollS，l、▼eha、－e  

‘ （如）≡聖法‡上‘（g（…（棚血＝（s一言）（トS）－－，（5・1）  
≠，llere  

云≡（庁11 ，．‥，毎ルノ，0，…，0）∈花子ノ亡，  

JLJ   

S≡∑∑入Jβげ‖（j，β），…，んんノ（J，β），  
メ＝lβ＝l  

W‖（J，β），…，、VJんノ（ムβ）），  
JんJ   

s≡∑∑入メβ（ん（ムβ），…，んムノ（J，β），  
Jニ】β＝l  

¢‖（ノ，β），‥・，1わんノ（ブ，β）），   

一転（ブ，β）≡∑∑（デ片d牢ね（J，β，㍍，几）＋昏？Q町揖β，㍍，可），  
（〝，d）∈ふ   

ん（ブ，β）≡∑∑（デ〝q7わ揖β，㍍，化）＋昏〝dん（j誹㍍，刷・  
（べ．Q）∈ふ   

Letl弟。（j，β）bethesteadystateaveragevalueofthe  

timesofacustomerspendsillthe、、▼aitiI唱rOOmaSan（i．α）－  

CuStOmer，given thathehas arrived rromoutsidethesystem  

asa（j，P）－CuStOmer・Le＝㌔（j，β）beLhesLeadystatcvalue  

Ofthe sqjoum timesorthecustomerin tlleSer＼′ice hcility  

（（よ，α），（ノ，β）∈∂）．Tllell  

tjl。（ノ，β）＝（s一言）（Ⅰ－S）‾lwf。（ノ，β）＋－r・f。（ノ，β），（5．2）  

薫。（ブ，β）＝（s一言）（トS）‾lJf。（J，β）＋ん（J，β）・（5・3）   
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l・喘（Y，e，り＝βlβトl（Y，CC）】  
（3・1）  

ヂ叫トl（一っ＋∑た1∑三±l如〒‘。，トl＋∑ブ三J∑三±1mf。宇f。．トl  

1一正I   

Thece’ssojourl－timeI％isatimetocomplete：1）services  

Ofcustomers、、′hoarea・lreadyiI－hisgroupathisarri、′alepocl一，  

a・nd2）hisservice．Thell  

エゴ  

桜（Y，e，り＝∑叫現瑚＋βトちβ】・  
∂＝1  

IhI・ther，WellaVe  

坤町（打んl）】Y】＝  

（3．2）  

プ吃1（Y；CC）＋入太一〈∑たlり胡ち小恥β】〉  ＋∑た1几メ勒卯叫 ん≠J，7＝1，‥．，エた，  
入？思1霊‡：】＋瑚）          た＝ム7＝1，…，エゴ，  

（3，3）  

βl恥，（砿＿1）lYl＝  

〈  
細。C卜恥：：：二 （3・4）  

4 Expressionsofthecostfunctions  

Ⅵねcan爪l－dexpressionsofthecostfunctiollSl′11。（・）andF；。（・）  

u）一dersomeassumptionsasfbllows．   

Fbra11ye＝1，2，”．，define  

（  

（  

†、甲f。（ノ，β，㍍，α）＋  

（臥n）wf。（ノ，β）＋叫。（ゴ，β，K，α），J＝0，（4．1）  

（g，n）wf。（ブ，β）＋叫。（J，β）， J＞0．  

r恥（ブ，β，尺，α）＋  

（g，n）Jf。（J，β）＋ん（ブ，β，尺，α），J＝0，（4．2）  

（臥nげf。（ノ，β）＋ん（J，β）， J＞0．  

l弟α（Y，e，り≡  

巧。（Y，e，り≡  

Where（i，α）∈SandY＝（j，β，FC，a，r，g，n，L）∈C．  
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