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並列待ち行列Pガ／Pガ，Pガ／2の定常分布の漸近性  
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この時、状態を辞書順に並べると推移速度行列  

Pは〃lによる分割に対して以下のようなブロック  

構造を持つ。  
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1 はじめに   

並列待ち行列の構造は複雑で、．一般的な分布を  

仮定した場合の定常状態確率やその性質については  

あまり解明されていない。並列待ち行列に関する解  

析については、今日まで主として到着時間間隔及び  

窓口のサービス時間が指数分布に従うようなモデル  

について行われている（【1】【2】）。このうち、【3】では  

定常分布が幾何的な裾を持つことを示している。本  

研究では、この結果を到着時間間隔及び窓口のサー  

ビス時間が互いに異なる相型分布に従う並列待ち行  

列夕方／アガ，P∬／2に拡張することを考え、その漸 

近的挙動を解析する。   

2 並列待ち行列   

本研究で扱う並列待ち行列P旦／Pガ，P旦／2は  

図1のように2つの待ち行列からなり、各々に1つ  

の窓口と容量が無限大の1つの待ち室がある。客の  

到着時間間隔は互いに独立で相型分布【α，r】に従う。  

系に到着した客は並んでいる人数（窓口の客も含む）  

が少ない方の待ち行列に並ぶ。もし客が到着したと  

きに両方の待ち行列の人数が同じときは、客は確率  

射で待ち行列1に、確率92で待ち行列2に並ぶ  

（91＋ヴ2＝1）。一旦待ち行列に並ぶとサービスを受  

け終わるまで行列を変えることはできない。待ち行  

列た（た＝1，2）に並んだ客は、窓口たにおいて相型  

分布【βた，5た］に従うサービス時間だけ先着順にサー  

ビスを受け、退去する。各窓口のサービス時間は互  

いに独立であり、また到着時間間隔とも独立である。   

この並列待ち行列に対し、待ち行列1、2に並  

んでいる人数をわ，五2、到着過程および窓口1、2  

のサービス過程の状態をそれぞれJo，J17J2と置く  

と、並列待ち行列は連続時点マルコフ連鎖と見なす  

ことができ、その状態は（わ，わ，Jo，Jl，J2）で表され  

る。しかし、このような状態表現では推移速度行列  

の表現が複雑になってしまう。そこで、わ，豆2のか  

わりに7乃＝min（わ，五2）及び7l＝わー乞2を用いて  

状態を（m77l，Jo，Jl，J2）と組にして表す。この場合  
同一の（m，7－）の状態を一つの状態のクループとし  

てまとめた時の推移図は図のようになる。  
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各ブロックはさらに†lによる分割に対して以下のよ  

うなブロック構造を持つ。  
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3 擬出生死滅過程   

並列待ち行列Pガ／P且P旦／2から導かれるマル  

コフ連鎖は擬出生死滅過程と呼ばれるものである。  

このときブロックA，β，Cがたかだか有限次元で  

あるようなものについてはNeuts［4】などの結果が  

得られている。一方、ここではA，月，Cが可算無  

限次元となるが、高橋ら［3】はこのような擬出生死  

滅過程の定常分布汀＝（打0，訂1，汀2，‥・）の漸近的  
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挙動を解析している。すなわち、一月，－β0の村  

角要素が上界d（＜∞）を持ち、かつ、以下の条件  

を満たす正の定数77（＜1）と正の横ベクトル諾、  

正の縦ベクトルyが存在すると仮定する。  

という形で表すことができる。（㌫cいl、九Jl．J2）．T7  

はいずれもナ乃と独立な定数である。  

なお、∬の形は陽に表すことができないが、諾  

の裾が幾何的な裾を持つことは証明の過程で示され  

る。また、（a）が成り立つことは証明できていない  

が、様々なモデルによる数値計算の結果を吟味した  

結果、条件（a）が成り立つのではないかという予測  

がなされた。  

待ち行列1  

1A＋β＋〃C）＝0  
A
 

一
・
1
リ
ー
 
l
 
 

■
 

拍
り
 
 

）
）
）
）
 
 

パ
リ
‥
1
1
‥
1
1
 
V
 
 
 
 
 
 
（
 
・
l
 
・
l
 
 

（
 
l
 
 

＋月＋りC）y＝0  
“
y
 
A
 
 

≠T笹Cy  
00， 諾y＜00  

このとき   

（a）汀1y＜∞であり、かつ  

（b）以下の行列で表されるマルコフ連鎖が既約  
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貴行列長が等しい場合のみ  

図1：並列待ち行列  であるならば、汀。－～Cりれ－諾（叩l→∞）となる。  

ここで†7…’’は両辺の比率が1に近づくことを表す。  

またcはある定数である。  

4 並列待ち行列の定常分布の漸近的性質   

2節の並列待ち行列について連立方程式  

r＊（芹0）∫f（在り＝1フ ァ火（左0）g；（左2）＝1  

㍍0＋㍍1＋㍍2＝0  

を考える0ただし、r土（㍍0）及び方言（㍍た）は相型分布  

【α，r】及び【βん，ぶた】のラプラス変換である。この  

とき、解K。＝U。に対してり＝（r嚢（u。））2とす  

る。また、yについては、以下のように定義する。   

y＝（‥ ㌦－2，ツー1，y…1，y2，…）r   
！ル ＝，†7‾丁・む0⑳む1⑳り2   

ここで、む0，り7t”11，γ2はこれらの相型分布から導か  

れる正の縦ベクトルである。この†柑は条件の（ii）  

を満たすことが証明できる。また、777及びyを用  

いて、条件（i）（iii）（iv）を満たす3；の存在を証明でき  

る。条件（b）は並列待ち行列の仮定から明らかに成  

り立つ。以上のことから、次の定理が導かれる。   

定理   

汀1y＜∞が成り立つならば、巾乃，7l7九Jl，J2）  

を状態（†乃7†l，九Jl，J2）に対する定常状態確率とす  

ると、m一→（刀のとき  

訂（m，†l，Jo，れJ2）～Cc（Tl，九Jl，J2）77m 

図2：状態グループ（m7乃）間の推移図   
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