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The nucleolusis a slngle－POint solution  

COnCePtintroduced by Schmeidlerin［1］．  

Thispa・l）el、COllSi（lel・Sa・prOl）1emfor坑n（lillg  

thenucleolusofasslgnmentgameS．As＄igll－  

mentgameswithsidepaymentsaremodels  

Oftwo－SidedmarketsintroducedbyShapley  

andShubikin［2］・Recently，Solymosiand  

Raghavan［3］proposedanO（v31L）timea・1goT  

rithmforfindingthenucleolusofan（u，V）－  

I）erSOn aSSlgnment game With v≦tL．  

show a characterization ofthe nucleolus of  

asslgnmentgameS，Whichgivesanideatore－  

ducethesizeoftheproblemwhenu＞＞v．  

The time complexity of ouialgorithmis  

O（㌦如＋㌦）．  

＆Pヒelilllillaries   

FbranypairofsetsSl，S2，B（Sl，S2）de－  

notesthecompletebipartitegraphwithverT  

texsetsSl，S2．Ane（1gesetjtIofB（Sl，S2）  

is ca・11ed a・matCh・in9WhelleVery VerteXis  

incident to a，t mOSt One meml）erin jlI．   

Assignlllentga111eSa・ret・llemOdeloft・WO－  

Si（le（lma・l・ket・S，11▼hicllCOnSistort・1＼・0（1isjoillt・  

SetS Ofl）1aさ▼erS de110te（11）V U a・n（11’．The  

Set Ofl）1a・yel・S・Uul・・‘Tis（lellOtedl）V P．For  

eachmixe（11）airofl）layers（i？j）∈Uxl∴  

‖腔1でisassoぐiate（1al－01ト＝PSati、－Pl－l・Ont√′J．ノ・  

TllPぐ／川川「／‖イさ／〆り…r／ノ州！，‥2P→R  

Of t・11e a・SSlg11ment ga・111eis（le石11e（lasl’01－  

lollrS；（1）if5’∩【J＝¢01・．S■nl・‘’＝¢T tllell  

叶ゴ）＝0．（2）ot・11el・Ⅵ7ise．叶S■）is e（1tla・1t・O  

the、、▼eightofmaximul一一“▼eiglltma・t・Cllingln  

t・hegrapllB（Sriu．snlr，）w．r．t．thee（1ge－  

、、でigllta・Il－tpllisl）al）el・・、、・c・（1et10te tl－eaS－  

Signme11tgal－1ebytlletl・il）1et（こリ1a）・For  

allyPayqql7ECtOra：∈RPTthee．z・Ce5づOfa，  

COalitionS⊆Pisdenotedbye（S，a，）．The  

exeSSVeCtOre（㌶）withrespecttoapayoff  

O is a vector indeved hy 2P whose entries 
arethe．excess E・（S†3：）．∀S⊂P．Thecore  

Ofthea・SSignmentga・me（U，lうa）isdenoted  

byC（U，tla）・Foranyvectorwindexedby  

afiniteset S，Ow denotes thesequenceof  

elementsin w whoseentries are arranged  

in a non－increaslng Order．We denote the  

lexicographicorderby≧1exOr≦1ex・The  
nucleolusoftheasslgnmentgameistheim－  

ptltation諾Sa・tisfyingtheconditionthatfor  

anyimputation3，′，Oe（a，）≦1。XOe（a，l）・  

3・ThenucleolusofasslgnmelltgameS   

1Ve show a chara．cterization oft，he nucle－  

01usofthea・SSlgnmentga・me．Thefa・milYOf  

Singletoncoalitions（（i）li∈P）isdenoted  

bv Pla・nd the family ofmixed palr COa・1i－  

tions（（i，j）＝i，j）∈UxV）isdenotedby  

ろ．Fbl・a・nyPayOffvectora：，e12（a：）denotes  

tlleVeCt・OrirldexedbvAuP21Vhoseentl・ies  

al・eeXCeSSe（S，X）fol、allS∈AU鳥．  

TlleOren＝Apa・yOff1▼eCtOra：∈C（U，11a）  

is tllelltlCleolusif an（lonll・if ∀x′ ∈  

C（Lリ1α），βe12（諾）≦1。Ⅹβq2（諾′）・  

Illtherestoft・hispa・Per，Wea・SSumethat  

LUl≧ll：1．Let・万beama・tCllingillB（U，1r；）  

＼＼・11i（・llattai11S tlle＼・altlel、（P）a11（lro＼・Pl・Sl■－．  

1一ぐt「⊂「1）e tllP SPt Or＼でL・tiぐeS＼＼・lliぐllalで  

ぐ0＼で1・e（11）＼・下7．Nol＼▼1＼▼eCOllSいttlCta11ell・a．S－  

SlgnmelltIgame，Calledthenutz・ilin77／a＄叩n－  

m川f9n・mC（withresl）eCtt・0二汀），aSfollo、、TS．  

Weillt・rO（lucet1＼▼Oa・1・tihcia・11）1al－erSioっJoa・11（l  

、、で（le110tethesetofplayers77∪（i。）l）yU＊  

all（l「∪（ju）恒・ド・TlleauXilial・raSSigll－  

1一一elltga・111eistllea・SSlg11mel－tgal11e、、▼iththe  

Set・Ofl）1aYerSU＊ul’＊a・ll（lthel）l・0且tvect・Or  
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bin（lexedbyU＊×1／＊de且nedby  Theorem3A payoffy∈C（、U＊，V嚢，b）is  

the nucleolus of the auxiliary assignmellt 

gameifandonlyifOe；（y）≦1。ⅩOe；（y’），  

Yy′∈C（ぴ＊，V＊，町  

Theorem4A payo仔y∈C（U＊，1′＊，b）is  

the nucleolus of the auxiliary asslgnment  

gameifandonlyiffO（y）is thenucleolus  
Oftheorlgma・1asslgnment・ga・me・  

4. Algorithlll 
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In the above definition，We aSsume tha．t  

竺a・Ⅹ（αり い′∈〔／＼訂）＝0，、、屯ell  

U＝U・Ti1ea・uXilia・rya・SSlgl1111elltga・meis  

thea・SSlgnmentgamedefinedbythetriplet  
（U＊，V＊，b）．We denotetheset ofplayers  

U蠣Ul′＊byP＊．Thecharacteristicfunction  

of（U＊，V＊，b）isdenotedbyv＋：2P’→R．   

Foranypayoffvector33inC（U，V，a），the  

PayOffvectorfa（諾）ofthea・tlXilia・1、ygameis  

de氏nedl）y  

By applying Theorem4，We Can reduce  

thesizeoftheorlglnaIIproblemwhenlL＝  

lUl＞＞FVl＝V．Thenweca・nCOnStruCtan  

O（u2v＋v4）timealgol・ithmbyemploying  

the algorithm by Solymosiand Raghavan  

［3］asfollows・First，Wefindama・Ximm  

WeightmatchingMbyordinaryHungarla・n  

methodinO（v2u）time．Next，WeCOnStruCt  

the auxiliary assignment game（U＊，l′＊，b）  

inO（u＋v）time・LalStly，Wefindthenu－  

Cleolusyofthea・uXiliarya・SSlgnmentgame  

by SoIvmosiand RaIgha・Va・n’s aIlgorit・hmin  

O（（v＋1）4）＝0（t，4）andoutputthepayoff  

VeCtOrfO（y）a・Sthenucleolusoforigina・1aIS－  

Slgnment game・Theovera・11coml）1exityis  

O（t｝2・lけl，1）t・ime．  

糊f＝ 
〈2  

if盲＝玄00r盲＝Jo，  

XiOtherwise，  

andfora・nyl）a・yOfrvectoryinC（U＊，1・；＊，b），  

t・hel）a・yOffvectIOl・fO（y）oftheorigillalgallle  

is（lefinedby  

〈 

机if五∈（こJulノ′’）＼【／，  

Oif f∈こJ．  
JO（y）g＝  

Thenweha・Vetllefollowlllgl）rOl）el・tly．  

Lelュュ1ヽTa2  

If‘と ∈ C（〔リ‘二α）っ t・11ell′a（ぉ） ∈  

C（【J※、ド，机・Il■y ∈ C（r・巨」予，b）．t・llell  

メロ（y）∈C（〔．∵仁α）．   

払ra・1－さrl）a・さ・OfF、でCt・01、y∈R㌣all（lfol・  

al－さ・ぐOaいio＝・ゞ⊂P責・tl－P〔01・1で叩∩＝（1i－唱P＼－  

（・eSSa＝（11l腔PXぐPSS＼でぐtOl・Ol－tllぐハ11＼iIi叩・  

a・SSignnlel－tganleis（lel10t・e（11）さ・イ半句）a・11（l  

e’（y），reSl）eC・t・i、’ely・Tllefa・milさ・Ofsi11glet・011  

COa・litiollSOrPXis（1el－Ot・e（11）、・P；arl（ltIlle  

fa・111il、・ofmixe（ll）air coa，1itionsis（1ellOte（l  

l）さ′’ぢ・Fol、a・11さ－paさ▼0仔、・eCtrOl・y・e；2（y）  
a・11（1亡；（y）（1ぐ110tC‖le＼・eぐt・01・S Ol）tai‖ぐ（ll）1・  

rest・rict・illgC央（y）t・OP；∪ぢall（lぢ、1・eSl）eC－  

t．ivell．・．  
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