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1 はじめに  

有限半順序集合は，それに含まれる全順序  

部分集合を単体とみなすことによって，（組合せ  

的）単体的複体（順序複体）と考えることがで  

きる．順序複体がシェリング可能であると，対  

応するStanley－Reisner環がCohen－Macaulay  

環となる（［2】，【3】参照）・Bj6rner（［1】）が順序複  

体のシェリング可能性に対する十分条件を得  

ているので，本稿では，順序複体のシェリン  

グ可能性に対する必要条件について考察する．  

ファセットの集合に全順序旦，…，j㌔を与  

えることができ，任意の豆，J，1≦J＜壱≦m  

に対して，γ∈薫＼巧とた∈（1，2，…，盲－1）  

が存在して彗＼筏＝（γ）が成り立つときをい  

う．このとき，この全順序を△のシェリング  

という．  

3 順序複体とシェリング可能性   

定義3．1（順序複体）：Pを半順序集合とす  

る・明♪…，明r∈Pがγわ≦…≦γ電rをみた  
すとき，（明示…，γ豆r）をPの鎖という・△（P）  

をPのすべての鎖からなる集合とし，Pに付  

随する順序複体という．   

定義3．2．半順序集合が最小元と最大元を持  

つとき，有界な半順序集合という．半順序集合  

のすべての極大鎖が同じ長さを持つとき，純  

な半順序集合という．有界かつ純な半順序集  

合を次数付き半順序集合という．   

補題3．3．（雪≦）を純な半順序集合とし，  

0，咋Pを任意のご∈Pに対して6≦ェ≦i  

を満たすものと定義する．すると，次のこと  

が成立する：  

（1）（Pu（6，i），≦）は次数付き半順序集合で  

ある．   

（2）△（P）がシェリング可能であるための必   

要十分条件は△（Pu（6，i））がシェリング  

可能であることである．   

上の補題によって，△（P）のシェリング可能性  

を考えるためには，次数付き半順序集合につ  

いてのみ考えればよいことがわかる．  

2 半順序集合と単体的複体   

定義2．1（単体的複体）：Ⅴ＝（叫，…，γn）  

を有限集合とする．Ⅴ上の単体的複体△とは，  

Vの部分集合の族で，   

（1）C∈△かつダ⊂Gならば，ダ∈△，   

（2）（巧）∈△，豆＝1，…，m   

であるときをいう．   

定義2．2（単体的複体の面）：△をV上  

の単体的複体とする．△の要素Fを△の面と  

いい，dimダ＝I利一1をダの次元という．△  

の次元はdim△＝maX（dimFIF∈△）で定  

義する．   

単体的複体△の任意の極大面（ファセット）の  

次元がすべて等しいとき，△を純な単体的複  

体という．   

定義2．3（シェリング可能性）：純な単体的  

複体△がシェリング可能であるとは，△の  
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定理3．8（必要十分条件）：（ろ≦）がシェリ  

ング可能であるための必琴十分条件は，C（P）  

が性質（C－1叫）を持つことである．  

定義3．9（本質的なサイクル）：（ろ≦）を次  

数付き局所弱上半モジュラ「半順序集合とす  

る．eをC（P）のサイクルとしたとき，eを  

根とし，各ノードがC（P）のサイクルからな  

る木を構成する．  

（1）eを根とし，活性ノードとする．  

（2）Cを木の活性なノードに対応するC（P）   

のサイクルとする・C′をC（P）のサイク  

ルで，Cと共通な辺を持ち，2色で彩色さ   

れているものとする・◆（Cl，∴，q）をC  

とC／の対称差C⑳C／から生成されるサ  

イクルとする．このとき，Cの子ノード  

をCl，…，qおよびC′とし，CとC′を   

不浄性ノードとする・また，（Cl，…，q）  

のうちで，g色で彩色されているものがあ  

れば，やはり不活性ノ⊥ドとする．不活  

性ノードとならない子ノードは活性ノー  

ドとする．  

eを根とする木で，すべてのノードが不活性  

ノードとなるものが存在するとき，eを非本  

質的なサイクルといい，そうでない場合，本  

質的なサイクルという．  

定理3．10．（雪≦）を次数付き局所弱上半モ  

ジュラー半順序集合ととする．△（P）がシェ  

リング可能であれば，C（P）は本質的なサイ  

クルを含まない．   
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定義3・4（局所弱上半モジュラー半順序集合）：  

半順序集合（ろ≦）が局所弱上半モジュラー半  

順序集合であるとは，ご→い叫ルかつ叫t，＜ま  

であるとき，叫，‥ 

． 

yl，ひ1，ぴ2‾くy2，‥・，叫，ぴp十1＝t，く恥＋1  

かつ肌≦壬，1≦乞≦p＋1を満たすときを  

いう．ただし，エーく祝とはご≦視であって，  

エ≦y≦uならご＝yかy＝祝となるときを  

いう．   

命題3・5（必要条件）：（彗≦）を次数付き半  

順序集合で，△（P）がシェリング可能である  

ものとすると，Pは局所弱上半モジュラーで  

ある．   

（雪≦）を次数付き局所弱上半モジュラー半順  

序集合とし，ルイをPのすべての極大鎖からな  

る集合とする・このとき，且（P）＝（（m，m′）：  

m，m′∈ル＝m＼m′l＝1）として，グラフ  

C（P）＝（ルイ，β（P））をつくると，C（P）は連  

結になる．このグラフの各辺に彩色すること  

を考える・各辺（m，m′）∈且（P）には，色盲＝  

ank（m＼m′）を着けることにする・ただし・  

0－くγ1■…ぺ町であるとき，rank町＝rで  
ある．   

定義3．6．（ろ≦）を次数付き局所弱上半モジ  

ュラー半順序集合とし，β⊂〟とする．C（P）  

がぶに関しで性質（C）を持つとは：  

（C）C（ぶ）をβによって誘導されたC（P）の  

部分グラフとし，m，m′∈ぶとする．このと  

き，mとm′を結ぶ道がC（g）に存在し，道  

の中の任意の辺（m′′，m′′′）の色は，（豆l九∈  

m＼m′β・f・盲＝ra血祝）に含まれる．  

をみたすときをいう．   

定義3．7．（ろ≦）を次数付き局所弱上半モジ  

ュラー半順序集合とする・C（P）が性質（C－  

た）を持つとは，g⊂〟（一方l＝た）とgl⊂  

量⊂…⊂範＝5（悔l＝豆（1≦豆≦り）が  

存在して，C（P）は烏（1≦乞≦た）に関して，  

性質（C）を持つときをいう．  
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