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シミュレーションを用いた  

アメリカンオプションの価格評価  
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格子モデルやTilleyの方法では初期株価から到達可能  

なサンプルパスを作り、そのサンプル上での早期行使境界  

を求めていた。しかし、（1）を満たす現（f）は初期価格に  

依存しないので、早期行使境界そのものを探索すること  
ができないであろうか。  
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1 はじめに   

満期以前で行使可能なアメリカンオプションは、ブラッ  
ク■ショールズモデルが想定する仮定が成立する場合でも  

閉じた形の解が存在しないため、何らかの数値的方法に  

よりその価格の評価を行わざるをえない。   

価格評価の方法としては、動的計画法（DP）を用いて最  

適政策を求める格子モデルがある。しかし、格子モデル  

では原証券の株価過程に強い仮定をおかなければならな  

いことが問題とされてきた。この間題を回避するために、  

近年、シミュレーションを用いた価格評価の研究が行われ  

ている。Tilley［2］の方法は、ある時点での株価を既知とし  

たときにオプションの最大価値をバックワードで順次求め  

ていく方法である。   

ところが、与えられた時点における株価に村してオプ  
ションを行使するのがよいか否かを定めるしきい値、すな  

わち「早期行使境界」は、オプションを行使したときの利  
得とオプションを保持したときの期待利得とが一致する  

株価であり、価格を求めようとするオプションの原証券の  

初期価格に依存しないことが知られている。   
本研究では、この性質を使って、格子モデルやTilleyの  

モデルのように、ある時点における株価を所与としたと  

きのオプションの価格を、考え得るすべての株価に対して  

求めるのでなく、早期行使境界だけを先にシミュレーショ  

ンにより求め、その後、初期株価からサンプルパスを発生  

させ、求めるオプションの価格を計算するという方法を提  

案し、既存の方法との比較検討を行う。  

2 Tilleyのシミュレーション法   
Tilleyは各サンプルパス毎に、最初に「行使したときの  

利得が保持したときの期待利得を上回る時点」を見つけ  
ることにより、そのサンプルパスより得られる利得を計算  

し、仝サンプルにおける利得の平均をアメリカン・プット  

オプションの価格としている。   

Tilleyは保持した時の期待利得を以下のように求めて  

いる。まず、仝サンプルパスを算出する。その後各時点で  
サンプルをソートし、等数個ずつサンプルを束に分ける。  
そして同じ束に入っているサンプルのその期以降の価値を  

平均し、それを保持したときの期待利得とする。つまり、  
同じ束に属するサンプルの保持したときの期待利得はす  

べて同じとなる。   

満期での行使境界は行使価格であるので、満期時点か  
らバックワードにすべてのサンプルに対して行使するか  

否かを決定することにより、アメリカンオプションの価格  
評価ができる。   

P（利府），r－よ，〟）を株価諾招）、行使期間［≠，r］、行使  
価格∬のアメリカン・プットオプションを保持したとき  

の期待利得とすると、時刻之における早期行使境界現車）  

は、  

P（£わ（り，r一書，〟）＝〟∴㍉机（f）  （1）  

となる原証券の価格である。   

3 本研究の方法  

3．1 2段階のシミュレーション   
提案する方法は2つの段階から成り立ち、各段階とも  
シミュレーションに基づく方法である。  

第1段階： 早期行使境界を満期rからバックワードで  
求める   

第2段階：初期株価5。を与え、オプションの価格を求  
める   

3．2 第2段階におけるオプション価格の推定法   
早期行使境界が行使期間すべてにおいて既知であると  
する。初期株価50よりサンプルパスを作り、はじめて早  

期行使境界以下になった時点において行使が起こる。その  

時点での利得〟－5（哀，りを初期時点に割り引いたものが  

1つのサンプルパスからの利益となる。そして全サンプル  

パスからの利益の平均がアメリカンオプションの価格と  

なる。   

3．3 早期行使境界の推定法   
2の終りに述べた疑問に答え、新しいシミュレーション  

法を提案するために、以下の命題1に着目する。   

命題1：け1期から満期rまでの早期行使境界が既知であ  

れば、試行錯誤的な方法により、ま期の早期行使境界現（f）  

を求めることができる。   

郡（りは等式（1）を満たすことがわかっている。そこで、  

試行錯誤的な方法は勘車）の候補∬と（りを推定し、出され  
た候補に対して等式（1）が成立するかどうかを見る。等式  

（1）が満たされれば、∬再）＝ごと（りとなり、等式が成立し  
ない時には次の候補を出して等式が成立する諾；（りが求ま  

るまで同じプロセスを繰り返す。   

等式（1）の左辺は、初期価格ごム（り、行痩期間［用、行  
使価格〟のオプションの価格である。これは、3．2で述べ  

た第2段階と同じ方法を用いて、£招）の候補£拍）から  
サンプルを出すシミュレーションによって推定することが  

できる。   

4 アルゴリズム  

記号の定義  

£ゐ（り ‥時点1での早期行使境界  

ごと（り ＝時点fでの早期行使境界の候補  
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ざ′（f，f＋J△り ‥∬；（りからの享番目のサンプル  

（時刻f＋J△り  

Qい，り：哀番目のサンプルで保持した  

ときの期待利益  

／  （押） ‥t17〃）での保持したときの  

期待利益、Q（才，りの和  

ざ（り）‥初期価格からの五番目の  

f時点でのサンプル  

P（り ‥才番目のサンプルパスからの利益  

P   ：アメリカン・プットオプションの価格   

第1段階 早期行使境界の算出   

Stepl：時刻≠（初期値r－△f）での早期行使境界の  

候補ごと（壬）から次の時点ヘサンプル5′（り斗△り、  
初期よ＝1を出す。   

Step2：サンプル5′（哀，什J△りと早期行使境界諾わ（け  

J△t）の比較  

●サンプルが早期行使境界以下であるならば、   

／       Q（り）＝e‾rJ△f（〟－5（f，ト＋ブ△f））  

とし、Step3へ  

●満期かつサンプルが早期行使境界より大き  
いなら  

Q（り）＝0  

とし、Step3へ  

●サンプルが早期行使境界より大きく、かつ  
満期以前であるならば、次の期へサンプル  

ざ′（ブ，ト＋（ノ＋1）△f）を伸ばす。J＝ノ＋1と  
してStep2へ  

Step3：Q（t）が収束しているかどうかの判定  

Q（f）＝‡Q（た，り  
た＝1  

収束していない場合には新たなサンプルを生成  

する。哀＝f＋1としてSteplへ  

収束している場合にはStep4へ   

Step4：早期行使境界の定義式（1）を満たしている  
のかどうかの判定   

J  

〟一現（り＝q（り  

の式を満たす場合は   

／            ∬わ（f）＝£ゐ（f）  

となり、時点までの早期行使境界が決定、Step  

5へ  

満たさない場合には新たに早期行使境界の候補  

∬わ（りを設定し、Steplへ   

Step5：l≠0ならばl＝t－△tとしてSt．eplへ  
f＝0ならば終了、第2段階へ  

第2段階 アメリカン・プットオプションの価格の算出  

Stepl：王＝O   

Step2：初期値▲～・。から次の時点へサンプル  

β（り△f），ノ＝1を生成   

Step3：サンプル5（り△f）と早期行使境界よてみU△f）  

の比較  

●サンプルが早期行使境界以下であるならば、  

P（り＝e‾↑’J△√（〟－5（㍉J△f））  

としてStゼp4へ  

●満期かつサンプルが早期行使境界より大き  
いなら  

P（才）＝0  

としてSt．ep4へ  

●サンプルが早期行使境界より大きく、かつ  

満期以前であるならば、次の期ヘサンプル  

5（り＋（J＋1）△りを伸ばす。J＝J＋1と  

してSt・ep3へ   

Step4：Qが収束しているかどうかの判定  

p＝‡p（た）  
た＝1  

が収束していない場合には新たなサンプルを生  

成する。五＝壱＋1としてStep2へ  

収束している場合には終了。f）が派生証券の価  

格。   

5 提案方法の特徴  

5．1 提案方法から生じうる誤差   

この方法では3種類の誤差が生じうる。提案方法の精  

度を上げるには、これらの誤差を許容範囲内に納める必  
要がある。  
1■．第1段階で早期行使境界を求めるために等式（1）の  

左辺を推定するシミュレーションの収束判定におけ  

る誤差  

2・第1段階で早期行使境界の候補が等式（1）を満たし  

ているかどうか、つまり正しい早期行使境界が見つ  

かったの判定における誤差  

3．第2段階で初期価格50をもとにオプションの価格を  
求めるシミュレーションの収束判定における誤差  

5．2 提案方法の利点   
第1段階で得られた早期行使境界を保存しておけば、行  

使価格∬さえ同じならば、初期価格や行使期間が異なっ  
ても、オプションの価格を第2段階のシミュレーションの  

みで求めることが出来る。   
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